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Resume. — Soit F un corps commutatif localement compact non archi- 
medien, et soit D une algebre a division de centre F. Nous prouvons que 
toute representation irreductible supercuspidale du groupe GL m (D), de niveau 
non nul, est l'induite compacte d'une representation d'un sous-groupe ouvert 
compact modulo le centre de GL m (D). Plus precisement, nous prouvons que 
de telles representations contiennent un type simple maximal au sens de |16j . 

Abstract. — Let F be a non Archimedean locally compact field and let D 
be a central F-division algebra. We prove that any positive level supercuspidal 
irreducible representation of the group GL m (D) is compactly induced from 
a representation of a compact mod center open subgroup of GL m (D). More 
precisely, we prove that such representations contain a maximal simple type in 
the sense of |16| . 



Introduction 

Soit F un corps commutatif localement compact non archimedien, et soit G 
une forme interieure de GL n (F), n ^ 1. C'est un groupe de la forme GL m (D), 
oil D est une F-algebre a division, de dimension d 2 sur son centre F, et oil 
n = md. Cet article, qui fait suite au travail entrepris par le premier auteur 
dans |14|, I15L I16j . met un terme a la classification des blocs simples de la 
categorie des representations lisses complexes de G au moyen de la theorie des 
types de Bushnell et Kutzko. 
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Notre resultat principal peut etre formule ainsi : si p est une representation 
irreductible supercuspidale de G, alors il existe un type pour la classe iner- 
tielle de p. En d'autres termes, nous prouvons qu'il existe un sous-groupe 
ouvert compact J de G et une representation irreductible A de J telle que les 
representation irreductibles de G dont la restriction a J contient A sont exac- 
tement celles qui sont equivalentes a p <S> x pour un caractere non ramifie \ 
de G. Plus precisement, nous prouvons qu'on peut choisir pour (J, A) un type 
simple maximal au sens de [16 . 

Le probleme de la classification des representations lisses complexes de G 
par la theorie des types a deja ete aborde par plusieurs auteurs. Bien entendu, 
il faut mentionner en premier lieu les travaux fondateurs de Bushnell et Kutzko 
[7[ IS] concernant le groupe deploye GL n (F), qui ont donne le ton a tous les 
trauvaux ulterieurs sur le sujet. Ensuite, les premiers travaux concernant les 
formes interieures non deployees de GL n (F) sont ceux de E.-W. Zink [2Uj et 
de Broussous [T] : tous deux donnent une classification des representations de 
GLq(D), le premier lorsque F est de caracteristique nulle, le second sans restric- 
tion sur la caracteristique. Dans |12j . Grabitz, Silberger et Zink traitent le cas 
tres particulier du niveau zero, c'est-a-dire des representations irreductibles de 
GL m (D) possedant un vecteur non nul invariant par le sous-groupe l+M m (pD), 
ou pD designe l'ideal maximal de l'anneau des entiers de D. Concernant le 
cas general, c'est-a-dire les representations irreductibles de GL m (D) de niveau 
quelconque, on trouve un certain nombre de resultats dans les travaux de 
Broussous [HOSE] Broussous-Grabitz [5 J et Grabitz |10| lllj . 

Ce travail — les articles |14|,I15[ITB] auxquels vient s'ajouter le present arti- 
cle — suit la methode generale de construction de types elaboree par Bushnell 
et Kutzko dans [7] et amelioree dans |H] par la theorie des paires couvrantes. 
Decrivons-en brievement l'organisation. On fixe une fois pour toutes une strate 
simple [21, n, 0,/3] de la F-algebre M m (D) (cf. Definition II. 18j) . Rappelons sim- 
plement ici que (5 est un element de M m (D) tel que la F-algebre E = F[/3] soit 
un corps et que 21 est un ^p-ordre hereditaire de M m (D) normalise par E x . 
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(i) Dans une premiere etape (|14|). on associe a la strate simple [21, n, 0, /3] 
un ensemble fini 21) de caracteres simples. II s'agit de caracteres dermis 
sur un certain sous-groupe ouvert compact H 1 = H 1 (/5,2l) de G jouissant de 
remarquables proprietes de fonctorialite connues sous le nom de proprietes de 
transfert. Plus precisement, si [21', n', 0, /3] est n'importe quelle strate simple 
d'une F-algebre centrale simple dans laquelle est plonge E, il existe une bijec- 
tion canonique de ^(/3,2t) sur 21'). 

(ii) Dans une seconde etape ([15), on construit, pour chaque caractere sim- 
ple 9 G ^(/3,2l), une famille finie de (5- extensions. II s'agit de representations 
irreductibles d'un sous-groupe ouvert compact J = J(/3, 21) de G dont la res- 
triction a H 1 (/3, 21) contient 9 et — surtout — dont l'entrelacement est le meme 
que celui de 9. 

(iii) Dans une troisieme etape ( |16j ). lorsque 21 est un ordre principal, on 
construit pour chaque /3-extension k d'un caractere simple 9 G ^(/?, 21) une 
famille finie de types simples. Ce sont des representations irreductibles de 
J(/3,2l) de la forme k <g> a, ou a est l'inflation a J(/3,2t) d'une representation 
irreductible supercuspidale du groupe reductif fini : 

J(/3,2l)/J 1 (^,2l)~GL s (A ; ) r , 

ou r, s sont des entiers ^ 1 tels que le produit rs divise m, ou k est une 
extension finie du corps residuel de E et ou a est de la forme <r® r , avec a 
une representation irreductible supercuspidale de GL s (k). Chaque type simple 
(J(/3, 21), A) ainsi construit est un type pour une classe inertielle simple de G de 
la forme [G^PoTc) °^ Po es t une representation irreductible supercuspidale 
du groupe Go = GL m / r (D). L'algebre de Hecke de G relative a A est une 
algebre de Hecke affine. Plus precisement, elle est isomorphe a l'algebre de 
Hecke-Iwahori de GL r (K), ou K est une extension non ramifiee de E dont le 
corps residuel est une extension de degre s de k. 

(iv) La quatrieme etape est celle qui occupe le present article. L'objectif en 
est l'exhaustion des representations irreductibles supercuspidales par les types 
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simples. Plus precisement, nous prouvons le resultat suivant (cf. Theoreme 

Theoreme : Soit p une representation irreductible supercuspidale de niveau 
non nul de G. II existe un type simple maximal ( J(/5, 21) , A), au sens de |16j . 
tel que la restriction de p a J(/3, 21) contienne A. 

On en deduit immediatement, a partir de |16[ Theoreme 5.6], que si s = 
[Go,Po"1g es t une classe inertielle simple de niveau non nul de G, c'est-a-dire 
que r est un diviseur de m et po une representation irreductible supercuspi- 
dale de niveau non nul du groupe G = GL m / r (D), il existe un type simple 
(J(/3, 21), A) qui est un type pour s. La structure de l'algebre de Hecke de G 
relative a (J(/3, 21), A) est donnee par j!61 Theoreme 4.6]. Comme mentionne 
a l'etape (iii), elle est isomorphe a une algebre de Hecke- Iwahori. 

Nous passons maintenant a la description des methodes utilisees. Notre 
premiere tache — qui est aussi la plus difficile — est de separer les represen- 
tations irreductibles de niveau non nul de G en trois categories, comme suit 
(cf. Theoreme : une representation irreductible de niveau non nul de 

G contient ou bien une strate scindee, ou bien un caractere scinde, ou bien 
un caractere simple 8 G ^(/3,2l) pour une strate simple [21, n, 0,/3] de A. (On 
renvoie au fc>.6l pour les definitions de strate scindee et de caractere scinde - 
appele type scinde dans [7J.) Ce travail est deja amorce par Broussous 
qui prouve qu'une representation irreductible de niveau non nul 7r de G ne 
contenant pas de strate scindee contient un caractere simple de niveau m ^ 0, 
c'est-a-dire la restriction d'un caractere simple 9 G 21) a un sous-groupe 
H m+1 (/3,2l) eventuellement plus petit que H 1 (/?,&). Si m ^ 1, on cherche a 
construire, en procedant par raffinement comme dans un caractere simple 
6' G ^((3, 21') relatif a une autre strate simple [21', n', 0, /3] de A, contenu dans 
7r a un niveau (normalise) strictement moindre. Mais, contrairement a ce qui 
se passe dans le cas deploye, il n'est pas possible de passer de 6 a 6' en une 
seule etape — techniquement, c'est [3 Proposition 1.2.8] qui fait defaut : voir 
|16| §1.5.3]. En decoupant le segment [21,21'] dans l'immeuble de Bruhat-Tits 
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de G en morceaux suffisamment petits (cf. Hypothese (H)), on obtient 

le resultat crucial I3.15| clef du processus de raffinement et analogue de j!91 
Lemma 5.4]. Tout ceci est assez technique et necessite : 

(i) d'employer le langage des suites de reseaux, plus general que celui des 
ordres hereditaires et qui permet une description des points rationnels de 
l'immeuble de Bruhat-Tits de G (cf. ; 

(ii) de definir les caracteres simples relatifs a une suite de reseaux et d'eten- 
dre le transfert des caracteres simples a ce cadre : c'est l'objet de la sectional 
de cet article ; 

(iii) de generaliser la notion de strate derivee (cf. Definition I3.21j) . con- 
duisant elle-meme a celle de caractere scinde (cf. Definition I3.22|) . 

Mentionnons un point important : l'introduction des caracteres simples re- 
latifs a une suite de reseaux a ceci de genant que les niveaux normalises devi- 
ennent des nombres rationnels dont le denominateur n'est pas borne — ce qui 
risquerait d'empecher le processus de raffinement de terminer. II est done in- 
dispensable de verifier que Ton passe de 6 a un caractere simple 6' qui, lui, est 
relatif a un ordre hereditaire, meme si les etapes intermediaires peuvent mettre 
en jeu des caracteres simples relatifs a des suites de reseaux quelconques. Ceci 
justifie le theoreme ll.7[ et tous les resultats preparatories des §§HHHH31 

Remarquons egalement que la distinction entre strate scindee et caractere 
scinde est assez superficielle : c'est a peu pres la meme que celle que Ton fait 
entre types simples de niveau et de niveau > 0. 

Notre seconde tache, qui occupe la section HI est de montrer qu'une repre- 
sentation irreductible de niveau non nul de G contenant une strate scindee ou 
un caractere scinde a un module de Jacquet non trivial. Ceci implique au- 
tomatiquement que toute representation irreductible supercuspidale de niveau 
non nul de G contient un caractere simple 9 G ^(P, 21) pour une strate simple 
[21, n, 0, P] de A. Pour aboutir au theoreme I5.21[ il reste alors a decrire le 
passage de H 1 a J, ce qui fait l'objet de la section |3J Une representation 
irreductible supercuspidale de niveau non nul de G contient a priori une 
representation irreductible de J de la forme $ = k <g> a, ou a est l'inflation 
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a J d'une representation irreductible de J/J 1 . En s'inspirant de |12l §1], et en 
utilisant la notion de coherence deja largement developpee dans j!5L I16j . on 
montre que d est un type simple maximal, c'est-a-dire que 21 est principal, que 
a est cuspidale de la forme a® r et que 21 fl B est un ordre maximal de B. 

Nous terminons cette introduction en mentionnant deux problemes qui 
restent a traiter au sujet des representations lisses de G : (i) la construction 
d'endoclasses et (ii) la construction de types pour n'importe quelle classe 
inertielle de G. Le premier revient essentiellement a prouver un resultat de 
type "entrelacement implique conjugaison" pour les caracteres simples : si 
deux caracteres simples Q\ G ^(21, mi, (3\) et #2 G ^(21, 777,2, $2) s'entrelacent 
dans G, alors ils sont conjugues sous G. Le second revient, de fagon analogue 
a jS], a construire des types semi- simples pour G. 



Notations et conventions 

Soit F un corps commutatif localement compact non archimedien. Toutes 
les F-algebres sont supposees unitaires et de dimension finie. Par Y- algebre a 
division on entend F-algebre centrale dont l'anneau sous-jacent est un corps 
(pas necessairement commutatif). 

Si K est une extension finie de F, ou plus generalement une algebre a division 
sur une extension finie de F, on note €?k son anneau d'entiers, pK son ideal 
maximal et &k son corps residuel. 

Si A est une algebre centrale simple sur une extension finie K de F, on note 
Na/k (resp. tTA/K.) la norme (resp. la trace) reduite de A sur K. 

Si u est un nombre reel, on note \u] le plus petit entier ^ u et [u\ le plus 
grand entier ^ u, c'est-a-dire la partie entiere de u. 

Un caractere d'un groupe topologique G est un homomorphisme continu de 
G dans le groupe multiplicatif C x du corps des nombres complexes. 

Toutes les representations sont supposees lisses et a coefficients complexes. 
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1. Preliminaires 

Dans cette section, on rappelle le langage des strates dans une F-algebre 
centrale simple. Pour plus de details, on renvoie le lecteur a jU, I14j . 

1.1. — Soit A une F-algebre centrale simple, et soit V un A-module a gauche 
simple. L'algebre EndA(V) est une F-algebre a division dont l'algebre opposee 
est notee D. Aussi V est-il un D-espace vectoriel a droite, et on a un isomor- 
phisme canonique de F-algebres entre A et Endn(V). 

Definition 1.1. - - Une G^- suite de reseaux de V est une suite decroissante 
A = (A k ) k£ z de ^D-reseaux de V pour laquelle il existe un entier e ^ 1 tel 
que, pour tout k G Z, on ait A k+e = A^pD- Cet entier e, unique, est appele la 
periode de A sur G-q et note e(A|^b)- 

Une ^D-suite de reseaux est dite stride si elle est strictement decroissante. 
On emploie aussi le terme de chaine de reseaux pour suite de reseaux stricte. 
On note =^(V, G~d) l'ensemble des ^-suites de reseaux de V. 

Si W est un sous- D-espace vectoriel de V, l'application k i— > A k fl W est une 
^D-suite de reseaux de W de meme periode que A. On la note A fl W. 

Si a est un entier ^ 1 et si A G J?f (V, <^d), on note aA la suite k >-> A^/a}- 

Remarque 1.2. — II est commode de prolonger les suites de reseaux a R tout 
entier, en posant A x = A^ pour x G M. De cette fagon, A devient une fonction 
decroissante a valeurs dans l'ensemble des <£?b- r eseaux de V, continue a gauche 
pour la topologie discrete sur l'espace d'arrivee. Ses points de discontinuite 
sont entiers. L'application x t— > A(xe(A|^p)), definie sur M., est une G^-jonc- 
tion de reseaux au sens de [2j. 

1.2. — A toute suite de reseaux A G =Sf(V, G D ) on associe une suite de 
reseaux a(A) G =Sf (A, G-p) definie par : 

a k (A) = {a G A | aA t c A^ +fc , I G Z}, k e Z. 

Elle caracterise la classe de translation de A. Deux ^p-reseaux de cette suite 
sont d'une importance particuliere : 21(A) = a (A) est un ordre hereditaire 
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de A, et son radical de Jacobson est ^J(A) = Oi(A). lis ne dependent que de 
l'ensemble {A^ | k G Z}. 

On note .ft(A) le normalisateur de A dans A x . Si g G .ft(A), on note v\(g) 
l'entier n G Z defini par g(Ak) = Afc +n . L'application i;a est un morphisme de 
groupes de £(A) dans Z, dont le noyau, note U(A), est le groupe multiplicatif 
de l'ordre hereditaire 21(A). On pose Uo(A) = U(A) et, pour k ^ 1, on pose 
U fc (A) = l + Ofc(A). 

1.3. — Soit E une extension finie de F telle qu'il existe un homomorphisme 
de F-algebres i : E — > A, qu'on suppose fixe dans la suite. On identifle ainsi E 
a la sous-F-algebre lE de A. 

Definition 1.3. - - Une suite A G -Sf(V, ^b) est dite E-pure si elle est nor- 
malisee par E x , c'est-a-dire si c'est une ^E-suite de reseaux de V. 

Le commutant de E dans A, qu'on note B, est une E-algebre centrale simple. 
On fixe un B-module a gauche simple Ve et on note D E l'algebre opposee a 
EndB(VE). Si T est une <£?b E -suite de reseaux de Ve, on note b(T) la ^E-suite 
de reseaux de B qu'elle definit. 

Le theoreme suivant traduit en termes de suites de reseaux la correspondance 
[2] entre i^b-fonctions de reseaux de V invariantes par E x et ^D E "f oric ti ons de 
reseaux de Ve- II etend aux suites E-pures quelconques la correspondance 
definie par j3J Theoreme 1.3]. 

Theoreme 1.4- - - Soit A G JSf(V, ^b) une suite E-pure. II existe une ^d e " 
suite T de reseaux de Ve, unique a translation pres, telle que : 

Ofc(A) nB = b fc (r), k g z. 

Le normalisateur de T dans B x est egal a ^(A) fl B x . 

Demonstration. — On se refere a 0, qui utilise le langage des fonctions de 
reseaux. On designe par d le degre reduit de D sur F, par e l'indice de ra- 
mification de E/F et par r la periode de A sur €? D . A la suite A correspond 
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la ^D-fonction & '■ x i— > A(rdx) (cf. Remarque II. 2|) . II lui correspond une 
€?D E -fonction ^ de reseaux de Ve, unique a translation pres, telle que : 

(l.i) o^)nB = b ei (n xeR 

(cf. [2, Theorem II. 1.1]). On note c?e le degre reduit de D E sur E. C'est un 
diviseur de d, et le quotient de d par o? E est egal au pgcd de d et [E : F] (voir 
par exemple |21j). Puisque A est E-pure, l'entier e divise rd, done e<i E divise 
rd. On en deduit que r : k i— > W(ke/rd) est une ^D E -suite de reseaux de Ve 
qui satisfait a la condition voulue. L'unicite est immediate. □ 

Remarque 1.5. — En particulier, l'intersection 23(A) = 21(A) H B est un 
ordre hereditaire de B. 

I. 4. — L 'inconvenient de la correspondance A i— > F definie par le theoreme 

II. 41 est qu'elle n'est pas normalisee, ce qui fait que son image ne contient pas, 
en general, toutes les ^D E " c haL nes - 

Exemple 1.6. - - Soit A = M 2 (D) et soit E/F une extension quadratique non 
ramifiee incluse dans D. Une chaine E-pure de periode 2 a pour image une 
suite non stricte (de periode 4), une chaine E-pure de periode 1 a pour image 
une suite de periode 2, et une suite E-pure non stricte a pour image une suite 
non stricte. Done, si T est une ^D E -chaine de periode 1, il ne lui correspond 
aucune ^D-suite E-pure A. 

Si Ton veut recuperer toutes les €?D E -chaines, il est necessaire de rajouter un 
facteur de normalisation. Le resultat suivant complete |2J Proposition II.5.4]. 

Theoreme 1.7. - - Soit V une G^-suite stricte de Ve- II existe un unique 
entier p ^ 1 et une suite A G (V, €?d) stricte et E-pure, unique a translation 
pres, tels que : 

Ofc(A) n B = b k/p (T), kez. 

Le normalisateur de V dans B x est egal a ^(A) fl B x . 
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Remarque 1.8. — Autrement dit, il existe un unique entier p tel que pT soit 
dans l'image de la correspondance definie par le theoreme ll.4l et ait une chaine 
pour antecedent. 

Demonstration. — On reprend en partie les notations de la preuve precedente. 
On note s le pgcd de d et du degre residuel de E/F et r la periode de T sur 
€?e- A la suite T correspond la ^b E -fonction W : x i— > T(rx). L'ensemble de ses 
points de discontinuite est r _1 Z. II lui correspond une ^b-fonction E-pure & 
de reseaux de V, unique a translation pres, verifiant (jl.lj) . Plus precisement, 
la fonction & est definie en (2 Lemma II.3.1], ou Ton voit que ses points de 
discontinuite sont les nombres reels de la forme : 

- + — , O^a^s-letbeZ. 
d er 

On va voir qu'ils forment un ideal fractionnaire de Z. Le quotient de d par d^ 
divise se. On en deduit que l'ensemble des points de discontinuite de & est : 

iz + lz = %^z, 

a er der 

ou (a, b) designe le pgcd de deux entiers ^ 1. Si on pose p = d/(d,er), 
l'application A : A; i — ^ ^{k/ per) est une ^o-suite de reseaux stricte qui repond 
a la question. 

II reste a prouver l'unicite. Si le couple (//, A') est une autre solution, alors 
afc(pA') n B = Ojfc(p'A) fl B pour k e Z. Les suites p'A et ph! definissent la 
meme fonction de reseaux & et ont la meme periode : elles sont done dans la 
meme classe de translation. Puisque A et A' sont toutes les deux strictes, on en 
deduit que p = p', puis que A et A' sont dans la meme classe de translation. □ 

Exemple 1.9. (i) On reprend l'exemple 11.61 Si V est une chaine de 

periode 2, alors A est de periode 1 et p = 1. Si T est une chaine de periode 1, 
alors A est de periode 1 et p = 2. 

(ii) Dans le cas deploye, e'est-a-dire lorsque D = F, la chaine A est simple- 
ment T vue comme une ^p-chaine et on a p = 1. 

Remarque 1.10. — L'entier p est egal au rapport de e(A|^p) sur e(T\(?F). 
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1.5. 



Soit : 



(1.2) 



V = V 1 © . . . © V 



une decomposition de V en une somme directe de I ^ 1 sous-D-espaces vecto- 
riels. Pour chaque 1 ^ i ^ I, on note e* le projecteur sur V* parallelement a 



j¥i V j . On pose A ij = e { Ae j = Hom D (V J ', V*) et A* = A* = Endop^). On 



le stabilisateur de la decomposition (jl.2|) dans A x . C'est un sous-groupe de 
Levi de A x . Soit P un sous-groupe parabolique de A x de facteur de Levi 
M, et ecrivons P = MN, ou N est le radical unipotent de P. On note P~ le 
sous-groupe parabolique oppose a P, et N~ son radical unipotent. 

Definition 1.11 (jS], 6.1). — Soit K un sous-groupe de A x . 

(i) On dit que K est decompose, ou qu'il admet une decomposition d'lwahori, 
relativement a (M, P), si : 



(ii) Soit r une representation de K. La paire (K, r) est dite decomposee 
relativement a (M, P) si K est decompose relativement a (M, P) et si K fl N, 
K PI N~ sont dans le noyau de r. 

On utilisera le lemme suivant pour prouver que certains sous-groupes de A x 
admettent une decomposition d'lwahori. 

Lemme 1.12 ([6 , 10.4). - - Soit R un ffp-reseau dans A tel que 1 + R soit 
un sous-groupe de A x . On suppose que e*Re J C R pour chaque paire (i,j)- 
Alors 1 + R admet une decomposition d'lwahori relativement a (M, P), pour 
tout sous-groupe parabolique P de A x de facteur de Levi M. 



note : 



M 



AutotV 1 ) x ... x Aut D (V) 



K = (K n N~) • (K n M) • (K n N). 



Soit A une ^-suite de reseaux de V. Pour chaque i, on pose A* = A fl V*. 
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Definition 1.13. — On dit que ()1.2|) est conforme a A, ou encore que A est 
decomposee par (II. 2|) . si : 

(1.3) A = A 1 ©...©A'. 

line decomposition (jl.2j) est conforme a A si, et seulement si e* G 21(A) pour 
chaque i. Dans ce cas, on a A 1 = e l A et a(A) fl A 1 = o(A l ). 

Exemple 1.14- — On suppose que (jl-2j) est conforme a A. Pour k ^ 1, le 
groupe Ufc(A) admet une decomposition d'lwahori relativement a (M, P), pour 
tout sous-groupe parabolique P de A x de facteur de Levi M. 

1.6. — Soit A une F-algebre centrale simple, soit V un A-module a gauche 
simple et soit D l'algebre opposee a EndA(V). On reprend les notations des 
paragraphes precedents. 

Definition 1.15. - - Une strate de A est un quadruplet [A, n, r, f3] constitue 
d'une i^b-suite A de V, de deux entiers r, n verifiant ^ r ^ n — let d'un 
element (3 G a„„(A). Deux strates [A, n, r, i G {1,2}, sont dites equivalentes 
si ft-fte o_ r (A). 

Exemple 1.16. — Soit un caractere additif ifip : F — > C x trivial sur pp mais 
pas sur Soit [A, n, r, j3\ une strate de A telle que \n/2\ ^ r. Le caractere 
ipp de U r+ i(A) defini par : 

ipp : x ^ ip F o tv A /F(l3(x - 1)), 

ne depend que de la classe d'equivalence de [A, n, r, 0\. 

Etant donnee une strate [A, n, r, f3] de A, on note E la F-algebre engendree 
par (3. 

Definition 1.17. — La strate [A, n, r, 0\ est dite pure si E est un corps, si la 
suite A est normalisee par E x et si V\((3) = —n. 
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Soit [A, n, r, 0\ une strate pure. On note B le commutant de E dans A. Pour 
tout entier k G Z, on pose : 

n k ((3, A) = {xe ao(A) | (3x — x(3 G a fc (A)}. 

Le plus petit entier k ^ va((3) pour lequel le reseau rifc+i (j3, A) est inclus dans 
do (A) fl B + ai(A) est note k (f3, A) et porte le nom d'exposant critique de la 
strate [A, n, r, (3\. (II s'agit de la convention adoptee dans [19, : dans le cas ou 
E = F, on a ko(j3, A) = — n, tandis qu'avec la convention d'usage dans 0, 114] . 
on aurait k (j3,A) = — oo.) 

Definition 1.18. — La strate [A,n,r,/3] est dite simple si elle est pure et si 
r<-fc o 09,A)-l. 

1.7. — Soit [A,n, r, /3] une strate simple de A. On pose q = —k (/3,A). 

Definition 1.19. (i) Si q — n, on dit que (3 est minimal sur F. 

(ii) Si g ^ n — 1, une approximation de (3 relativement a A est un element 
7 G A tel que [A, n, q, 7] soit une strate simple equivalente a [A, n, q, (3\. 

Selon j!61 Theoreme 2.2], un element (3 qui n'est pas minimal sur F admet 
des approximations relativement a n'importe quelle suite de reseaux E-pure, et 
on peut meme choisir 7 de fagon que la sous-extension non ramifiee maximale 
de F(7) soit incluse dans E. (Par exemple, si E/F est non ramifiee, on peut 
choisir 7 G E.) Ceci permet d'avoir acces a la machinerie, developpee dans [Zj, 
des constructions par recurrence sur l'exposant critique. 

Proposition 1.20. - - Soit V = V 1 © ... © V' une decomposition de V en 
sous-E ®f ^-modules, qui soit conforme a A. 

(i) Pour tout 1 ^ i ^ I, la strate [A\n,r,e l /3] est une strate simple de A*. 

(ii) Si (3 n'est pas minimal sur F, il existe une approximation de (3 relative- 
ment a A commutant aux e\ 

Demonstration. — Pour le (i), voir j!41 Proposition 2.28]. Pour le (ii), c'est 
ce que dit la preuve de |16| Theoreme 2.2] (voir aussi ibid., §1.3). □ 
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1.8. — Soit (k,P) une paire simple sur F au sens de [5], et soit E = F(/3). 
On appelle donnee admissible pour la paire (k, (3) un quintuplet (A, i, V, A, m) 
constitue d'une F-algebre centrale simple A, d'un plongement de F-algebres 
l : E — > A, d'un A-module a gauche simple V, d'une <^b-suite E-pure A de 
reseaux de V et d'un entier m verifiant : 

m 

On pose n = —v\(l(3). D'apres |14| §2.3.3], la strate [A, n, m, l(3] est une strate 
simple de A. 

Definition 1.21. — La strate simple [A, n, m, i/3] est appele une realisation 
de la paire simple 



2. Caracteres simples 

Soit A une F-algebre centrale simple. Dans cette section, on associe a toute 
strate simple [A, n, m, (3] de A un ensemble ^(A, m, (3) de caracteres simples, 
jouissant de proprietes remarquables de transfert et d'entrelacement. Cette 
construction generalise les constructions effectuees dans I14|, I19j lorsque 
A est deployee (c'est-a-dire lorsque D = F) et celles effectuees dans I14j 
lorsque A est une €?b-chame de reseaux. 

L'idee suivie est la meme que dans [H] : on rajoute a A une ^D-chaine A d'un 
D-espace vectoriel adequat V°, et on definit ^(A,m, (3) comme la projection 
de ^(A © A°, m, (3) sur le facteur Aut D (V). 

On fixe une fois pour toutes un caractere additif : F — > C x trivial sur pp 
mais pas sur tff-p- Toutes les constructions de caracteres simples dependent du 
choix de ^p- 

2.1. — Soit [A, n, 0, (3] une strate simple de A et soit q = —k ((3, A). Dans ce 
paragraphe et le suivant, on suppose que A est stricte. Dans |14j . on associe 
a une telle strate les objets suivants : 
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(i) Deux sous-^p-ordres 3(/3,A) et Sj(/3,A) de 21(A). lis ne dependent que 
de la classe d'equivalence de [A, n, 0, Chacun d'eux est filtre par une suite 
decroissante d'ideaux bilateres : 

3 fc (/?,A) = 3(/3,A)na fc (A), 
S) k ((3,A) = $)(/?, A) na*(A), k > 0. 

Ces ideaux bilateres sont en particulier (avec les notations du §1.3j) des sous- 
Q3(A)-bimodules de A. On note J(/3, A) (resp. H(/5, A)) le groupe multiplicatif 
de 3(/3,A) (resp. de f)(/?, A)). De fagon similaire, chacun d'eux est filtre par 
une suite decroissante de sous-groupes ouverts compacts : 

J k (P,A) = J(/?,A)nU fc (A), 
H fc (/?,A) = H(/?,A)nU fc (A), k^O. 

(ii) Pour tout entier ^ m ^ q — 1, un ensemble fini ^(A,m, (3) de carac- 
teres de H m+1 (/?,A) appeles caracteres simples de niveau m. Ces caracteres 
verifient une propriete de fonctorialite appelee propriete de transfert, dont 
l'etablissement etait Fun des principaux objectifs de |14j . On reviendra large- 
ment dessus plus bas. 

2.2. — Dans ce paragraphe, on decrit, pour A stricte, le comportement de 
^(A, m, f3) par passage a une strate simple equivalente, puis par augmentation 
du niveau. On pose r = [q/2\ +1. 

Proposition 2.1. - - Soit un entier ^ / ^ q, et soit [A, n, une strate 
simple equivalente a [A, n, 1,(3]. L 'application 9 \— > Oifiy-p induit des bisections : 

tf(A,m,P) -f ^(A,m,7), [l/2\ <: m < q - 1. 

Demonstration. — La preuve est analogue a celle de [Zj, corollaire 3.3.18 si 
I = q, et corollaire 3.3.20(ii) si I ^ q. Dans les deux cas, il sufflt de remplacer 
p3 Proposition 3.3.9] par la proposition \14\ 3.30] et Proposition 2.4.11] 
par |10[ Lemma 1.9]. □ 

Proposition 2.2. - - Soit [A, n, m, /3] une strate simple de A. 
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(i) On suppose que m ^ / 2 J . Si deux caracteres de ^(A,m, (3) coincident 
sur H r (/3, A), Us sont tordus I'un Vautre par un caractere de U m +i(A) fl B x 
trivial sur U r (A) flB x et se factorisant par Nb/e- 

(ii) On suppose que m ^ q — 2. La restriction de'io{K^m : (3) a ^(A,m + 1, (3) 
est surjective. 

Demonstration. — Le (i) est une consequence de j!4[ Lemme 3.24]. Pour le 
(ii), on procede par recurrence comme pour jTJ Corollary 3.3.21]. Si q = n, on 
separe deux cas. Pour [n/2\ ^ m, on a : 

(2.1) tf(A,ro,/3) = {^} 

(c/. |14| Lemme 3.23]). Pour m ^ / 2J , on utilise (i). Ensuite, si q ^ n— 1, 
on choisit une strate simple [A, n, g, 7] equivalente a [A, n, q, (3] et on applique 
la proposition 12.11 □ 



2.3. — Soit [A, n, 0,(3] une strate simple de A. Maintenant, A est une <£?b- 
suite quelconque. On note e sa periode sur ^ D et on pose q = —k (j3,A). 

Soit (V°, A°) un couple constitue d'un E ® F D-module de type fini V° et 
d'une ^D-suite stride E-pure A de reseaux de V°, de periode e. On pose : 

(2.2) V = V©V°, A = A©A°. 

La F-algebre E se plonge naturellement dans A = Endn(V) et A est une En- 
suite stricte E-pure de reseaux de V. La strate [A, n, 0, (3] est une strate simple 
de A. (On renvoie a |Hl §5] pour ce procede.) 

On note B le commutant de E dans A. Par construction, la decomposition 
(|2.2|) est une decomposition de V en E ® D-modules, qui est conforme a A, 
c'est-a-dire que les projecteurs e : V — > V et e° : V — > V° appartiennent tous 
deux a 55(A) = 21(A) n B. 

On pose : 

M = Aut D (V) x Aut D (V°). 
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Pour k ^ 1, les €?p-reseaux 3 k (/3, A) et S) k (P, A) sont des sous-*B(A)-bimodules 
de A. D'apres le lemme H.12[ les groupes J fc (/3, A), H fc (/3,A) admettent cha- 
cun une decomposition d'lwahori relativement a (M, P), pour tout sous-groupe 
parabolique P de Auto(V) de facteur de Levi M. 
On pose enfin G = A x et G = A x . 

The.ore.rae 2.3. — On suppose que A est striate. 

(i) Pourk^ 0, on a J fc (/3,A) nG = J fc (/3,A) et H fc (/3, A) n G = H fc (/3,A). 

(ii) Pour O^m^g — 1 et pour 9 G ^(A, m, /a paire (H m+1 (/3, A), 6 1 ) est 
decomposee par (M, P) pour tout sous-groupe parabolique Y de G de facteur 
de Levi M, et /a restriction de 9 a H m+1 (/?, A) est ega/e an transfert de 9 a 

Demonstration. — La preuve est analogue a celles de [7, Proposition 7.1.12] 
et Proposition 7.1.19]. Dans le cas ou q ^ n — 1, il suffit de choisir une 
approximation de (3 commutant a e et e° (cf. Proposition ll.20f ii)) et, pour le 
(ii), on peut remplacer p3 Corollary 3.3.21] par la proposition 12.21 □ 

Remarque 2-4- — On a en fait un resultat un peu plus general que I2.3f i). 
L'analogue de Proposition 7.1.12] est : 

3 fc (/?,A)nA = 3 fc (/?,A), 

fl fc (/?,A)nA = £ fc (/3,A), A;^0. 
On verifie egalement que nk(/3, A) fl A = tifc(/3, A), pour G Z. 

2.4. — Soit [A, n, 0, /?] une strate simple de A, et soit A defini comme dans 
la section precedente. On lui associe deux <^ F -ordres : 

3(/3, A) = 3(/3, A) n A, 
£(/?,A) = S(^A)nA. 

De fagon similaire au ^2.11 chacun d'eux est filtre par une suite decroissante 
d'ideaux bilateres 3 k (/3, A) et A). Ces ideaux bilateres sont en particulier 

des sous-*B(A)-bimodules de A. 
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On note J(/3,A) (resp. H(/3,A)) le groupe multiplicatif de 5(/?,A) (resp. de 
$)(/3, A)), et chacun d'eux est filtre par une suite decroissante de sous-groupes 
ouverts compacts J k (j3,A), H fc (/5,A). Si aucune confusion n'en resulte, on 
notera J fc plutot que J k ((3, A). La meme remarque vaut pour 3 k (f3, A), $j k (f3, A) 
et H k ((3,A). 

Proposition 2.5. - - Pour k ^ 0, les groupes J k et H fc sont normalises par J 
j?(A) HB X . 

Demonstration. — C'est une consequence de j!4l Proposition 3.43]. □ 

Definition 2.6. — Pour un entier O^m^g — 1, on appelle caractere simple 
de niveau m attache a la strate simple [A, n, 0,(3} la restriction a H m+1 (/3,A) 
d'un caractere simple de ^(A, m, (3). Ces caracteres forment un ensemble note 
#(A,m,/3). 

D'apres le theoreme 12. 31 (voir aussi la remarque 12 .4)1 . cette definition coincide 
avec celle de [14, §3.3] lorsque A est stricte. Dans le cas contraire, elle depend 
a priori de (V°, A°). On va voir que ce n'est pas le cas. 

Proposition 2.7. - - Les groupes H fc (/3, A) et J k ((3, A), ainsi que Vensemble 
^(A, m, (3), sont independants du choix de (V°,A°). 

Demonstration. — Soit (V*,A*) un autre couple comme au §2.31 On pose 
A f = A©A°©A\ On note R° la restriction de H m+1 (/?, A © A°) a H m+1 (/?,A) 
et S° la restriction de H m+1 (/5, At) a H m+1 (/3, A © A°). On definit R* et S" de 
fagon analogue en substituant A* a A°. D'apres le theoreme I2.3f ii). et puisque 
les applications de transfert sont surjectives, on peut ecrire ^(A,m, (3) comme 
l'image de ^(At,m, (3) par R° o S° = R* o S\ Ceci prouve que ^(A,m, (3), et 
a fortiori H m+1 (f3, A), sont independants du choix de (V°, A°) pour un entier 
^ in ^ q — 1. 

Pour H. k (f3, A) et J fc (/3, A), avec k ^ 1, on raisonne de fagon analogue a partir 
du point (i) du theoreme 12.31 □ 
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2.5. — On rappelle brievement le procede de changement de base non ramifie 
decrit en detail dans [14] . Soit L/F une extension non ramifiee maximale 
dans D. La L-algebre A ©f L est centrale simple deployee, et s'identifie cano- 
niquement a EndL(V). On note Al la suite A vue comme une /^L-suite de 
reseaux de V. On a une decomposition : 

E © F L = E 1 © . . . © E* 

de la L-algebre E © F L en une somme finie de I ^ 1 extensions de L, ou / est 
le pgcd de [L : F] et du degre residuel de E/F. On note e* l'idempotent de 
E ©p L correspondant a la projection sur E 4 , ce qui definit une decomposition 
de V en une somme de E ©p L-modules V 1 = e l V, qui est conforme a Al. On 
pose A L = e l A L et f3 l = e' l /3. Le resultat suivant vient de |T3] (cf. §2.3.4) : 

Theoreme 2.8. - [A L ,n, m,/3 l ] est une strate simple de Endi/V 1 ). 

Remarque 2.9. — Signalons une erreur dans la preuve qui en est donnee 
dans |14j (cf. Theoreme 2.30). Avec les notations de loc. cit., on n'a pas en 
general egalite entre ko(e l /3, A*) et k (e z /3, A 1 ) (le corollaire 2.21 ne s'applique 
pas a e*/3). Par contre, puisque le reseau Ufc(e J /3, A*) fl A* est egal a r\k(e l (3, e'A) 
(cf. Proposition 2.20), on a fc (e*/3, A 4 ) ^ k (e l j3, A*), ce qui suffit pour con- 
clure. Voici un cas ou l'egalite n'a pas lieu. Choisissons par exemple E/F non 
ramifiee, j3 non minimal sur F (i.e. q ^ n) et L contenant E. Alors chaque E l 
est de degre 1 sur L, c'est-a-dire que f3 l est scalaire, done minimal sur L. 

2.6. — Dans ce paragraphe, on etend le transfert aux caracteres simples 
attaches a une suite de reseaux (cf. §2.4|) . 

Proposition 2.10. - - La restriction de H m+1 (/3, A) a H m+1 (/3, A) induit une 
bijection de ^(A, m, (5) sur ^(A, m, (3) . 

Demonstration. — La preuve est analogue a celle de |14| Theoreme 3.12]. II 
suffit de remplacer [7J Proposition 3.2.4] par (|2.1|) et O Proposition 3.2.5] par 
la proposition 12 .2n ) et, dans le cas ou q ^ n— 1, de choisir une approximation 
de (3 commutant a e et e° (cf. Proposition II .20f ii) ) . □ 
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Soit (k, f3) une paire simple sur F et soit E = F(/3) (cf. < J1.8j) . On note [k,/3] 
la strate simple de EndF(E) correspondant a {k,f3), c'est-a-dire correspondant 
a l'unique ordre hereditaire de Endp(E) normalise par E x (voir par exemple 
|14| §2.3.3]), et on note ^(k,P) l'ensemble des caracteres simples (de niveau 
k) attache a la strate simple [fc, /?]. 

Soit [A, n, m, l(3] une realisation de (k,(3) dans A. Lorsque la suite A est 
stricte, on a une bijection canonique de ^(k, (3) dans ^(A, m, l[3) appelee appli- 
cation de transfert {cf. |14| §3.3.3]) et notee TA,m,t/3- Lorsque A est quelconque, 
on pose la definition suivante. 

Definition 2.11. — ^application de transfert de ^(k, f3) a ^(A,m, cj3) est 
l'application bijective composee de T^ m ^ avec la restriction de H m+1 (i/3, A) a 
R m+1 (if3,A). On la note r Ajm>t/3 . 

D'apres le theoreme 12. 3^ cette definition du transfert coincide avec celle de 
|14| §3.3] lorsque A est stricte. Dans le cas contraire, elle depend a priori de 
(V°, A ). Un raisonnement analogue a celui de la preuve de la proposition 12.71 
montre que ce n'est pas le cas. 

Si [A, n, m, l(3] et [A', n', m', l'/3] sont deux realisations d'une meme paire, 
on definit une application de transfert entre ^(A, m, l(3) et ^(A', m', l' j3) en 
composant r^ mt g avec Tx>, m ',i'p- On a une propriete de transitivite evidente. 

Exemple 2.12. — Dans la situation du §2.3| l'application de transfert de 
if(A,m,/3) a ^(A,m,/3) est la restriction de H m+1 (/?, A) a H m+1 (/?, A). 

Voici une premiere propriete du transfert (qu'on peut qualifier de transfert 
interne, dans la mesure ou on change la suite A, mais pas le groupe G). 

Theoreme 2.13. - - Soient [A, n, m, (3\ et [A', n', m', /3] deux strates simples 
de A. On suppose que : 



m 




m' 


Le(A|^ E ). 




Le(A'|^ E )J 



Alors pour tout 9 e ^(A,m, f3), le transfert de 9 a ^(A', m', (3) coincide avec 
9 sur H m+1 (J3, A) n H m ' +1 (J3, A') . 
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Remarque 2.14- — Dans le cas oil A et A' sont strictes, ce resultat, quoique 
annonce dans j!4j (cf. Exemple 3.54) et deja utilise dans j!5j . n'y est pas 
demontre. On donne ici une demonstration dans le cas general, lorsque A et 
A' sont quelconques. 

Demonstration. — La preuve s'effectue en quatre etapes. 

(i) On choisit un caractere simple 9 e ^(A, m, (3) et on note 9' son transfert 
a ^(A', m', (3). On fixe un couple (V°, A ) pour A et un couple (V /0 , A'°) pour 
A' (cf. SH, de telle sorte que V'° = V°. On pose A = A© A° et A' = A'© A' . 
On note 9 (resp. 9') le caractere simple de ^(A, m, (3) (resp. de ^(A', m, (3)) 
qui prolonge 9 (resp. 9'). Ainsi 9' est le transfert de 9. 

(ii) On suppose momentanement que A est deployee. Alors 9 et 9' coincident 
sur Intersection H m+1 (/3,A) n H m ' +1 (/?,A') d'apres Theorem 3.6.1]. Par 
restriction a G, les caracteres 9 et 9' coincident sur H m+1 (/3, A) H H m ' +1 (/3, A'). 

(iii) La F-algebre A est a nouveau quelconque, mais on suppose maintenant 
que A et A' sont strictes. On choisit une extension non ramifiee L/F maximale 
dans D (cf. §2.5)1 . Pour chaque 1 ^ i ^ /, on a une strate simple [A^, n,m,/3 l ] 
de EndL(V J ). On fixe un caractere additif ip^ : L — ► C x trivial sur p L mais 
pas sur ^l, dont la restriction a F est r/>p. On choisit un caractere simple 
9 l G ^(Al, m, (3 l ) de telle sorte que la famille {9 1 } definisse un caractere quasi- 
simple dont la restriction a H m+1 (/3,A) soit 9 (cf. [Hj, §3.2.4). On note 9 H 
le transfert de 9 % a c tf(A'\ m', f3 % ). D'apres |14[ Theoreme 3.53], la famille 
{9 n } definit un caractere quasi-simple dont la restriction a H m+1 (/5, A') est 9'. 
D'apres (ii), les caracteres 9 i et 9 H coincident sur H m+1 (/3\ A 4 ) nH m ' +1 (/?, A' 1 ). 
Ceci prouve le theoreme dans le cas oil A et A' sont strictes. 

(iv) On revient maintenant general. Les caracteres 9 et 9' coincident 
sur l'intersection H m+1 (/9,A) fl H m ' +1 (/3, A') d'apres (iii). Par restriction a G, 
les caracteres 9 et 9' coincident sur H m+1 (/5, A) n H m ' +1 (/3, A'). 

Ceci termine la preuve du theoreme 12.131 □ 
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2.7. — Dans ce paragraphe, on decrit le comportement de ^(A, m, /3) par 
passage a une strate simple equivalente, puis par augmentation du niveau. On 
pose r = [q/2\ + 1. 

Proposition 2.15. - - Soit un entier ^ / ^ q, et soit [A, n, 1, 7] une strate 
simple equivalente a [A, n, L 'application 9 1— > Oip^-p induit des bisections : 

<g{A,m,/3) ->tf(A,m,7), [l/2\^m^q-l. 

Demonstration. — Par transfert de A a A, on se ramene au cas ou A est stricte, 
puis on applique la proposition 12.11 □ 

Proposition 2.16. - - Soit [A, n, m, /3] une strate simple de A. 

(i) On suppose que m ^ \_q/2\ ■ Si deux caracteres de ^(A, m, (5) coincident 
sur W(f3,A), Us sont tordus Vun Vautre par un caractere de U m+ i(A) fl B x 
trivial sur U r (A) fl B x et se factorisant par Nb/e- 

(ii) On suppose que m ^ q — 2. La restriction <ie^(A,m, (3) a ^(A ,m + l, (3) 
est surjective. 

Demonstration. — Par transfert de A a A, on se ramene au cas ou A est stricte, 
puis on applique la proposition 12.21 □ 

On termine par le resultat suivant. 

Theoreme 2.17. - - Soit V = V 1 © ... © V' une decomposition de V en sous- 
E ©p D-modules, qui soit conforme a A. Soit M le sous-groupe de Levi de G 
correspondant. Soit un entier 1 ^ i ^ I. 

(i) Pour k ^ ; on a : 

J k {(3, A) n Aut D (V l ) = J k {(3, A*), R k {(3, A) n AutoO^) = H?£ (A A 4 ). 

(ii) Pour ^ m ^ q — 1 et pour 9 E ^(A, m, (3), la paire (H m+1 (/3, A), 9) est 
decomposee par (M, P) pour tout sous-groupe parabolique P de G de facteur 
de Levi M, et la restriction de 9 d H m+1 (/?, A 1 ) est egale au transfert de 9 a 
< ^(A i ,m,/?). 
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Demonstration. — On fixe un couple (V°, A ) comme au $2.'3\ et on applique 
le theoremeOa la decomposition A © A° © A = (A* © A°) © ((© jyi A j ) © A°). 
D'abord, on a : 

J k {(3, A © A © A°) n AutnCV* © V°) = J k {/3, A 1 © A ). 

Si on projette sur AutD(V l ), on obtient l'egalite voulue pour J fc . Avec un rai- 
sonnement analogue, on obtient l'egalite pour H fc . Ensuite, soit 9 un caractere 
simple de ^(A, m, /3), et soit 9 £ tf(A © A° © A°, m, (3) prolongeant 9. La res- 
triction de 9 a H m+1 (/3, A i © A°) est egale au transfert de 9 a if (A* © A°, m, (3). 
Si on restreint a H m+1 (/3, A 1 ), on obtient l'egalite voulue entre restriction de 9 a 
H m+1 (/3, A 1 ) et transfert de 9 a ^(A l , m, /3). Enfin, il reste a prouver que 9 est 
trivial sur chaque sous-groupe de la forme 1 + Hom(V*, V- 7 ), avec i ^ j. C'est 
vrai pour 9 sur 1 + Hom(V* © V°, (ffi-^V 3 ') © V°), et on obtient le resultat 
par restriction a 1 + Hom(V*, V J ). □ 

2.8. — Soit [A, n, 0, f3] une strate simple de A et soit q = —ko(/3, A). On pose 
s = \q/2]. Pour k ^ 1, on pose : 

mjfe(/3, A) = a fc (A) n n_ q+k (/3, A) + 3 s (/3, A) 

et on pose Q k (fl,A) = 1 + m k (f3, A), qui est un sous-groupe ouvert compact de 
Ufc (A), avec ko = minjfc, s}. Souvent, on notera simplement flfc(A), ou meme 
Remarquer que la convention de notation est differente de celle utilisee 
dans |14|, I19j (dont le correspond a notre m g _fc). 

Soit (V°,A°) un couple comme au §2.3[ dont on reprend les notations. 
L'objectif de ce paragraphe et du suivant est de prouver le resultat suivant. 

Proposition 2.18. — Soit k ^ 1. On a : 

Q k (P,A)B x Q k (p,A) n G = Q k (P,A)B x Q k (P,A). 

La demonstration se fait, comme dans f 141 §3.1] (cf. |14[ Lemme 3.7]), par 
changement de base non ramifie. 
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Lemme 2.19. — Soit k ^ 1. Pour tout 6 G B x , on a : 

Q k {A)bQ k {A) n B x = (fi fc (A) n B x ) 6 (fl fc (A) n B x ) . 

Demonstration. — Si l'on pose k = min{fc, s}, c'est une consequence de : 

U fco (A)nB x cSl t (A)cU t0 (A) 

et de la propriete d'intersection simple j!41 Corollaire 3.3]. La majoration 
est immediate. Pour la minoration, il faut remarquer d'une part que 53(A) est 
inclus dans $({3, A), ce qui implique cifc (A) flB C 3 s (P, A) dans le cas ou k ^ s, 
et d'autre part que a ko (A) n B est inclus dans a k (A) fl n_ g +fc(/3, A) dans le cas 
ou k ^ s. □ 

Lemme 2.20. - - On a Q k (f3,A) H G = Q k (f3, A) pour k^l. 

Demonstration. — On verifie que : 

a fc (A) n n- q+k ({3, A) n A = o fe (A) n n^ q+k ((3, A). 

Le resultat est une consequence de la definition de 3 k (j3,A) et du fait que, si 
R, S sont des sous-Q3(A)-bimodules de A, on a (R + S) n A = Rn A + S n A. □ 

2.9. — Soit F» une extension finie non ramifiee de F, de degre premier au 
degre residuel de E/F et a la dimension de D sur F, et de groupe de Galois 
note W. On pose : 

A S = A® F F«, V tt = V® F F s , A s = A® ffF Ft D tt = D® F F s . 

Ainsi F«[/?] est un corps, D« est une F"-algebre a division, V" est un A"-module 
simple et A" s'identifie naturellement a End D tt(V"). 

Proposition 2.21. - - La strate [A", n, r, j3 ® 1] de A" est simple. 



Demonstration. — La demonstration suit formellement |14[ §2] (voir notam- 
ment la proposition 2.9 et les corollaires 2.10 et 2.11), le fait que F"/F deploie 
A n'y jouant aucun role. □ 
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On suppose en outre que l'extension F"/F est non triviale, et on choisit dans 
une racine de l'unite £, non triviale et d'ordre premier a la caracteristique 
residuelle p de F. On note A le groupe cyclique engendre par £ • e + e° et M" 
son centralisateur dans Aut D t(V"), c'est-a-dire le groupe des points fixes de 
Aut D s(V") par A. Si on identifie A a la F-algebre A"^ des ^-invariants de A", 
on a W s = M. 

Remarque 2.22. — Ce procede permet de calculer l'intersection de certaines 
parties de G avec M par des methodes de descente comme en |14| §2.4]. Le 
changement de base est necessaire dans le cas ou le corps residuel de F n'a que 
deux elements. 

Preuve de la proposition \2.1fA - - On note B" le commutant de E dans A". Si 
on applique le lemme l2~TT?l a la strate simple [A", n, 0, j3], alors, compte tenu de 
j!4l Proposition 2.36] et de |14| Lemme 2.35], on obtient : 

n k (K s )B ix n k (K s ) nM» = (Q fe (A«) n m») (b Sx n m») (fi fc (A tt ) n M») 

puis, en projetant sur A^ x : 

(2.3) fi fc (A tt )B« x fi fc (A») n A« x = 14(A tt )B» x 14(A s ). 

II reste a calculer les points fixes de ()2.3|) par <S . Pour le membre de gauche, 
on applique |14[ Lemme 2.35] en tenant compte de |14[ Proposition 2.41] et 
du lemme EUni applique a la strate simple [A",n, 0, (3\. On obtient : 

fi fc (A s )B» x fi fc (A tt ) n G = Q k (A)B x Q k {A) n G. 

Pour le membre de droite, on applique j!4[ Lemme 2.35] en tenant compte de 
|14| Proposition 2.41] et du lemme I2~TTJ1 applique a la strate simple [A^, n, 0, (3}. 
On obtient : 

ft fc (A«)B» x ft fc (A«) n G = n k (A)B*Q k (A), 



ce qui termine la demonstration. 



□ 
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2.10. — On fixe un entier O^m^g-letun caractere simple 9 G 
^(A,m, /?). On rappelle que, si K est un sous-groupe de G, et si x es ^ un 
caractere de K, V entrelacement de \ dans G, note Ig(x) 5 est l'ensemble des 
elements g G G pour lesquels \ e ^ son caractere conjugue \ g coincident sur 

Knrt. 

Theoreme 2.23. - - On al G (9) = f2,_ m (/3, A)B x ft g _m(/3, A )- 

Demonstration. — La preuve est analogue a celle de |191 Proposition 2.5]. 
Soit 9 G ^(A,m, /3) le caractere prolongeant 9. D'apres |14| Theoreme 3.50], 
|19| Lemma 2.1] et la proposition 12. 171 appliquee a (|2.2jl . on a : 

iG(^|H-+i(/3,A)n M ) nM = i#)nM 

= fi 9 _ m (A)B x ^_ m (A)nM. 
On applique la proposition 12.181 P ms on projette sur G, ce qui donne : 

i G(^|H" l + 1 (/3,A)nM) H G = {l q - m (P, A)B x fig_ m (/5, A). 
Le membre de gauche vaut I G (6 I ), ce qui termine la demonstration. □ 
Proposition 2.24- - - Tout caractere simple de^ '(A, m, (3) est normalise par 

(£(A)nB x )5V™(AA). 

Demonstration. — Soit 9 G ^(A, m, /?) le caractere prolongeant 0. D'apres 
le theoreme 12.231 et [14, Theoreme 3.50], le caractere 9 est normalise par le 
groupe (£(A) n B x )fi 9 _ m (A) et 9 est entrelace par (£(A) n B x )fi 9 _ m (A). □ 

2.11. — Soit [A, n, 0,(3] une strate simple de A. On pose A = Endp(V), 
qu'on identifie a A ®p EndA(V). 

Definition 2.25. - - Une corestriction moderee sur A relative a E/F est un 
homomorphisme de B-bimodules s : A — > B tel que 5 = s (g> idE n d A (V) s °it une 
corestriction moderee sur A relative a E/F au sens de [7J Definition 1.3.3]. 

Bien entendu, lorsque A est deployee sur F, cette definition coincide avec 
celle de jZj, puisque, dans ce cas, on a EndA(V) = F. 
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D'apres |3J Lemma 4.2.1], on a un moyen de construire des corestrictions mo- 
derees sur A relatives a E/F, ce qui prouve qu'il en existe. On a les proprieties 
suivantes. 

Proposition 2.26. - - Soit s une corestriction moderee sur A relative a E/F. 

(i) Si s' est une corestriction moderee sur A relative a E/F, il existe u G &^ 
tel que s' = us. 

(ii) Soit V = V 1 © V 2 une decomposition de V en sous-E ©f D -modules, 
qui soit conforme a A. Pour i G {1,2}, la restriction Sj de s d A* est une 
corestriction moderee sur A 1 relative a E/F. 

Demonstration. — Les deux sont vrais lorsque la F-algebre A est deployee. 
Pour (i), il existe done u G &^ tel que s' = us, ce qui implique s' = us. Pour 
(ii), la restriction s"j de s a A 1 est une corestriction moderee sur A* relative a 
E/F egale as,® id EndAi(v *). □ 

Soit V = V 1 © V 2 une decomposition de V en sous-E ©f D-modules, qui soit 
conforme a A. On note M le sous-groupe de Levi correspondant. Si [ est un 
sous-€?F-reseau de A, on pose P- 7 = I fl A u pour i,j G {1, 2}. 

Soit s une corestriction moderee sur A relative a E/F. Pour x G A, on pose 
ap(x) = (3x — x(3. On pose ipA = ipp o trA/F- Pour toute partie R de A, on 
note : 

R* = {a G A | ip A {ax) = 1, x eR} 
le dual de R relativement a ipA- 

Proposition 2.27. — Pour ^ m ^ q — 1, la suite : 

(2.4) - a 9 _ m (A) n B - m ? _ m (/3, A)Z(Sj m +\(3, A))*A a _ OT (A) n B - 

est exacte. Si on designe cette suite par — ► li — ► — ► I3 — ► I4 — > ; a/ors la 
suite : 

(2.5) -> /i- 1 !?'/! + -> /T^'/i + -> /r^'/i + -> /T^'/i + tl -> 
est exacte pour tout h G B x fl M et tows z,j G {1,2}. 
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Demonstration. — On note A la ^F-suite de V sous-jacente a A. On note B 
le commutant de E dans A, on note * la dualite relativement a^o tr w F , on 
note hp l'application x t— > (3x — x(3 definie sur A et on pose s = s © idE n d A (V)- 
La strate [A, n, m, j3] est une strate simple de A de meme exposant critique 
que [A,n,m,P] (cf. [14, 2.23]). On lui applique (HI Lemma 6.3]. La suite : 

(2.6) - a 9 „ m (A) n B ^ m ? _ m (^, A)^(^ m+1 (/3, A))* A a ^ m (A) n B - 

est exacte. Si on designe cette suite par — > li — > l 2 — > I3 — > I4 — > 0, alors la 
suite : 

(2.7) -> /T^'/i + f -> /T 1 !? /i + f -> h- l ~ti h + f -> h^fih + % -> 
est exacte pour tout /i G B x fl M et tous i,j G {1, 2}. 

Lemme 2.28. — On a Ik fl A = pour 1 ^ fc ^ 4. 

Demonstration. — Pour fc G {1,4}, c'est immediat. Pour les autres cas, on 
choisit un couple (V°, A°) comme au §2.31 Par definition (cf. \14\ (54) et (64)] 
et §2.3), on a : 

f> m+1 (0, A) = fi m+1 A © A°) n A 

et le membre de droite est egal a S) m+1 (j3, A) fl A d'apres (|2.4jl . On en deduit 
que [3 fl A = [ 3 a l'aide de |14t Lemme 2.45]. Un raisonnement analogue permet 
d'obtenir [ 2 nA=[ 2 . □ 

Pour terminer la demonstration de la proposition 12.271 il reste a verifier que 
l'exactitude de (|2.4jl et ()2.5j) est conservee par restriction a A. Ceci se fait, 
comme dans [4, §4], en choisissant une extension non ramifiee L/F maximale 
dans D, et en appliquant successivement le foncteur des L- invariants puis le 
foncteur des Gal(L/F)-invariants (voir aussi j!4l §2.4]). □ 

De fagon analogue, on demontre a partir de Corollary 1.4.10] : 

Proposition 2.29. — Pour k G Z, la suite : 

-> a q+k (A) n B -> a q+k (A) n n k ((3, A)^a k (A)^a k (A) n B -> 

est exacte. 
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2.12. — On etablit une propriete de non-degenerescence des caracteres sim- 
ples, qui generalise fZJ Theorem 3.4.1]. Pour x,y G G, on note [x,y] le com- 
mutateur de x et y. 

Lemme 2.30. - - Soit 9 G ^(A, m, 0) avec [q/2\ ^ m ^ q — 1. Soient deux 
entiers k, I ^ 1 te/s gue fc + Z^m + l et k + 21 ^ q + 1. On suppose qu'on est 
dans I'une des situations suivantes : 

(1) i£ l + a fe (A)nn fc _ (? (/3,A) et y G 1 + aj(A) n tij_,(/3, A). 

(2) x G 1 + Ofc(A) n n fe _ 9 (A) et y G J z (/3, A). 

(3) x G J fc (/9,A) et y £ 3 1 (J3,A). 

Mors [x,y] G H m+1 (/3,A), et on a9([x,y\) = ip x -ip x -p{y) ■ 

Demonstration. — Par transfert de A a A (cf. §2. 3)1 . on se ramene au cas ou 
A est stricte. Puis on applique |14[ Lemmes 3.25-3.27]. □ 

Proposition 2.31. - - Soit 9 G ^(A, m,/3) avec m ^ \_q/2\. L 'application : 

(x,y)^9([x,y}), x,yeJ m+l , 

induit une forme alternee non degeneree : 

k B : J m +7H m+1 x j^+i/H m+1 -> C x . 

Demonstration. — La preuve est analogue a celle de |14[ Proposition 3.9]. II 
sufnt de remplacer Theorem 3.4.1] par [14, Theoreme 3.52] et Proposi- 
tion 3.2.12] par le lemme Ql □ 

3. Le processus de raffinement 

Soit A une F-algebre centrale simple, soit G son groupe multiplicatif et soit 
7r une representation irreductible de niveau non nul de G. Dans cette section, 
on prouve que trois cas seulement peuvent se produire (cf. Theoreme I3.23J) : 
(a) ou bien il existe une strate simple [A, n, 0, f3] de A, avec A stricte, telle que 
7T contienne un caractere simple 9 G ^(A, 0,(3), (b) ou bien ir contient une 
strate scindee (cf. Definition 13.9}) . (c) ou bien n contient un caractere scinde 
(cf. Definition l3~22l . 
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3.1. — On fixe un A-module a gauche simple V. L'ensemble Jf(V, &t>) des 
^b-suites de reseaux de V est muni d'une structure affine provenant de celle 
de l'immeuble de G sur F, qu'on peut decrire de la fagon suivante (voir [2]). 
Dans ce paragraphe, on note n la dimension de V sur D. 

Remarque 3.1. — Sauf mention explicite du contraire, dans ce qui suit, les 
suites de reseaux sont des ^-suites, et on note e(A) la periode sur d'une 
suite A. 

A chaque base b de V sur D correspond d'une part un isomorphisme V ~ D n 
de D-espaces vectoriels a droite, d'autre part l'ensemble Jzf b (V, ^d) des 
suites de reseaux decomposers par b. Pour chaque entier i, on a une fonction 
affine a { : ^f b (V, ^ D ) -> R telle que, pour A G Jf b (V, D ) et k G R, on ait : 

n 

(3.1) A fc = 0pfMA)- !( A)l_ 

i=i 

Cette base permet d'identifier les F-algebres A et M n (D), done de faire de A 
un D-espace vectoriel a droite par transport de structure. Pour chaque couple 
d'entiers on pose a^- = a* — a,j. Pour A G «if 6 (V, ^b), la ^F-suite o(A) 

est munie d'une structure de ^b-suite et, pour k G R, on a : 

n 

(3.2) a*(A) = 0pg MAWA)1 - 

En d'autres termes, un element a G A appartient a Ofc(A) si et seulement si, 
pour chaque 1 ^ i, j ^ n, la valuation normalised de est superieure ou egale 
a k/e(A) - ay(A). 

3.2. — On etablit une liste de lemmes techniques. La remarque 13 . 1 1 vaut 
toujours. 

Lemme 3.2. - - Soit A G =Sf(V, ^b) e ^ soii entier m G Z. i7 existe une 
suite A' G Jz?(V, £?d) stride et un entier m! G Z te/s qu'on ait : 

m! m 

(3.3) a_ m (A) c a_ m ,(A<), ^ « ^. 
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Demonstration. — La demonstration est tres proche de celle de |13| Proposi- 
tion 2.3]. On se contente d'en donner les grandes lignes, et on renvoie a loc. 
cit. pour les details. D'abord, on remarque que, pour i G Z, l'application 
naturelle : 

e(A)-l 

(3.4) a_ m (A)/a_ m+ i(A) -> Hom fcD (A i+/ /A 

i+l+l, hi+l-m/ Ai+i- m +l) 

1=0 

est un isomorphisme de fco-espaces vectoriels. Done si Aj ^ A i+ i, on a l'egalite 
a_ m (A)Aj = Aj_ m . En d'autres termes, la partie a_ m (A) est taut par rapport 
a A au sens de [13 , e'est-a-dire que que a_ m (A) opere sur l'ensemble Jzf = 
{Aj | i G Z}. Comme A n'est pas necessairement stricte, a_ m (A) n'est pas 
necessairement completely taut. On note Jzf' la plus grande partie de Jzf sur 
laquelle Taction de a_ m (A) est bijective, et on choisit une ^b-suite stricte A' 
de classe de translation ££' . Soit m' G Z l'entier defini par : 

(3.5) o_ m (A)A; = AU„ *gZ. 

En raisonnant comme dans la preuve de |13[ Proposition 2.3], on obtient : 

m! m 



e(A') e(A)' 

D'apres ()3.5j) . on a l'inclusion cherchee. □ 
Remarque 3.3. - - ()3.3)1 reste vrai si Ton remplace m! par me(A')/e(A) G Q. 
Lemme 3-4- - - Soient A, A' G Jz?(V, e t soient m,m! G Q. On pose : 
(3.6) A(t) = (1 - t)A + tA', e(t) = e(A(t)), ^ = (1 - t)-^- + t- m ' 



e(t) v y e(A) e(A') 
pow £ G [0, 1] rationnel. Alors : 

cu OT (A) n a_ m '(A') c a_ m(t) (A(t)). 

Demonstration. — On choisit une base de V sur D decomposant A et A'. Pour 
1 ^ i,j ^ n, on pose : 

(3-7) Pij (t) = - aij (A(t)), 
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qui est une application affine. Compte tenu de ()3.2|) . il suffit de prouver que : 

max([py(0)"|, \ Pij (l)]) ^ \(l-t) Pij (0) +t Pij (l)l 

ce qui est immediat. □ 

Corollaire 3.5. - - Sous les hypotheses &e \3.J\ on suppose que : 

o_ m (A) c o- m /(A'). 

Alors, pour tous ^ s ^ £ ^ 1 rationnels, on a : 

o_ m ( s )(A(s)) c a_ m (t)(A(t)). 

Demonstration. — L'hypothese implique que p^(0) ^ /%(1), c'est-a-dire que 
chacune des fonctions affines pij est decroissante. Le resultat s'ensuit. □ 

Corollaire 3.6. - - Soient A 1; . . . , A r G J£f (V, ^b) e ^ m, G Q. On pose : 



1 r / 1 r 

" e(A') ~~ r ^ e(Ai) 



f > |a m (A i ) c a m ,(A) 



i=l 



Demonstration. — Par recurrence sur r a partir du lemme 13.41 □ 

Lemme 3.7. - - Soient A, A' G =5f(V, <^b); e£ soient m,m' G Z. 77 existe des 
couples (A , mo), . . . , (A;, mi) G Jz?(V, ^b) X Q teZs gue : 

a Lmfc+lJ+ i(A fc+ i) c a mfc (A fc ), < k < Z - 1, 

et tels que (A ,m ) = (A,m) et (A/,m;) = (A',m/). 

Demonstration. — On choisit une base de V sur D decomposant A et A', et 
on reprend les notations ()3.6|) et ()3.7|) . Chaque est une application affine, 
de sorte que 1 1— > |~Py(£)] ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Done, compte 
tenu de ()3.2jh l'application : 

(3.8) £^a m(t) (A(£)) 
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ne prend qu'un nombre fini de valeurs sur l'intervalle rationnel [0, 1] PI Q. On 
choisit une suite strictement croissante to, • • • ,U de cet intervalle telle que les 
reseaux a m ^ k )(A{t k )) decrivent les valeurs successives prises par ([3.8)1 . On pose 
Afc = A(tk) et ruk = rn{tk). Pour prouver l'inclusion, il suffit de montrer que : 

\Pii{hT\ < lPij{h+i)\ + 1 
pour 1 ^ i,j ^ m et ^ k ^ I — 1, ce qui est immediat. □ 

Lemme 3.8. - - Solent A, A' G ~£?(V, ^ D ), sozent m, m' G Z et soit eel^. 
i7 eziste c?es couples (A , m ), . . . , (A;, mi) G JSf (V, ^b) x Q ^ s : 

a "ifc+i(^+l) C a m fc -e(A fc ) £ (Afc), ^ k < / - 1, 

et te/s gtze (A ,m ) = (A, m) et (Aj,mj) = (A', ml). 

Demonstration. — On choisit une base de V sur D decomposant A et A', et 
on reprend les notations (jH.fi j) et (j3.7j) . Compte tenu de (JH2J), l'inclusion : 

(A(t)) c a m(s )_ e ( a)e (A(s)) 

a lieu, pour s, t G [0, 1] rationnels, si et seulement si on a \pij{t)] ^ [Pij(s) — e] . 
Puisque pij est affine, il suffit de choisir un entier I ^ 1 suffisamment grand et 
de poser t k = k/l, pour ^ k ^ I, puis A k = A(t k ) et m k = m(tk). □ 

3.3. — Soit [A, m, m — 1,6] une strate de A. On pose e = e(A\0p) et on 
note g le plus grand diviseur commun a e et m. On choisit une uniformisante 
wp de F, et on pose y& = m™ b e / g , que Ton considere comme un element 
de Endp(V). Son polynome caracteristique est a coefficients dans Gp, et la 
reduction modulo pF de celui-ci est appelee le polynome caracteristique de la 
strate. On le note <pb. II est a coefficients dans kp (cf. j!8| §2.2]). 

Definition 3.9. — La strate [A, m, m — 1,6] est dite fondamentale (resp. 
scindee) si son polynome caracteristique tpb G fcp[X] n'est pas une puissance 
de X (resp. a au moins deux facteurs irreductibles distincts). 

Remarque 3.10. — Le polynome (fb depend de l'uniformisante choisie, mais 
pas les notions de strate fondamentale et de strate scindee. 
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Les resultats suivants generalisent respectivement Proposition 1.2.2] et 
|U Theorem 1.2.5]. 

Proposition 3.11. - - Soit [A,m,m — 1,6] une strate non fondamentale de 
A. 77 existe un entier m' £ Z et une 0n -suite striate A' tels que : 

771 Tfl 

b + 0!_ TO (A) c o_ m /(A'), ~~ 7T7V < 



e(A') e(A) 

Demonstration. — On procede par changement de base non ramifie. On 
choisit un couple (V°,A°) comme au £ 12.31 et une extension non ramifiee F* 
de F comme au ^2.91 dont on reprend les notations. On pose b = b © 0, de 
sorte que la strate [A", m, m — 1, 6] de A* est non fondamentale. On peut done 
appliquer [3J Proposition 1.2.2]. On en tire une <^ D tt-suite stricte Jzf de V" et 
un entier k G Z tels que : 

(3-9) 6+a!_ m (A») c a_ fc (Jzf), . J„ . < 



e{££\G w ) e(A) 

Puisque le membre de gauche est stable par le groupe fini 3f x A, la relation 
(13. 9|) est toujours valable si Ton remplace Jzf par un de ses conjugues par ce 
groupe. Si on applique le corollaire 13.61 a la famille des conjugues de Jzf, on 
obtient : 

(3.10) 6 + a 1 _ m (A 8 )ca_ fc ,(J5fO, < JL c = , "' 



e(^f'|^) e(Jg?|^ D ») e(A)' 

ou Jzf' designe la moyenne de Jzf relativement a ^ x A, e'est-a-dire l'isobary- 
centre des conjugues de Jzf. La suite Jzf' est a la fois invar iante par W et 
invariante par A, e'est-a-dire que A est contenu dans U(Jzf'), done que Jzf' est 
decomposee par la decomposition V" = V" © V ott . En projetant ()3.1U|) sur A, 
on obtient : 

b + ai_ m (A) C a_ fe ,(Jzf' n V), tt^-tts < 



e(Jz^'nV) e(A) 

Enfin, on applique le lemme l3~2"l a la suite Jzf' n V : il existe une ^b-suite stricte 
A' de V et un entier ml £ Z verifiant l'inclusion et l'inegalite voulues. □ 
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Proposition 3.12. - - Soit [A, m, m — 1, 6] une strate fondamentale non scin- 
dee de A. II existe une strate simple [A', m', m' — l, 6'] avec A' stride, verifiant : 

vn! m 

b + ai- m (A) c 6' + ai_ m /(A / ), 



e(A') e(A)' 

Demonstration. — On note A la €?p-suite sous-jacente a A. L'element carac- 
teristique y^ est dans 21(A), et sa reduction modulo ^P(A) est inversible, puisque 
son polynome caracteristique ipb est une puissance d'un polynome irreductible 
distinct de X. D'apres (|3.4|) . on en deduit que y^ G U(A), puis que b G £(A). 

Soit J5f une ^b-suite stricte de V telle que <Xo(^f) = Oo(A). En particulier, 
b normalise =Sf. D'apres jU Lemma 2.1.9(i)], si on pose k = —v^f(b), la strate 
[Jzf , k, k — 1, b] est fondamentale non scindee, et on a : 

(3.11) a_ m (A) = a- fc (JSf), aa_ m (A) = ai_ fc (JSf). 

D'apres [H Theorem 1.2.5], il existe une strate simple [A',m',m' — 1,6'] avec 
A' stricte, telle que : 

6 + ai_ fc (Jzf) c 6' + ai_ m >(A'). 
Compte tenu de (|3.11j) . ceci met fin a la demonstration. □ 

3.4. — Soit [A, n, 0, (3] une strate simple de A. On pose q = —k (/3, A) et on 
fixe un entier 1 ^ m ^ q — 1. On pose r = [_q/2\ + 1 et s = \q/2\ . 

Lemme 3.13. - - Soit m = min{m, s} et soit $ un caractere de H m ° dont 
la restriction a H m+1 est dans ^(/3,m, A). II existe une unique representation 
irreductible r de U mo (A) dont la restriction a H m ° contient 

Demonstration. — La demonstration est similaire a celle de [7J Lemma 8.1.8]. 
D'apres la proposition 12. 3()[ la forme alternee : 



(x,y) i-> fi{[x,y]), x,yeJ 



m 

> 



ne depend que de la restriction de d a H m+1 . D'apres la proposition EHU 
c'est done une forme non degeneree. II existe done une unique representation 



36 



V. SECHERRE & S. STEVENS 



irreductible \i de J m ° dont la restriction a H m ° contient II reste a prouver 
que l'entrelacement de \x dans U mo (A) est contenu dans J m °, et l'induite : 

r = Ind5r o o(A) (/i) 

sera irreductible. L'entrelacement de [i est contenu dans : 

Ig(0) = tt q -m(P, A)B x fi g _ m (/3,A) 

par le theoreme 12.231 II faut done montrer que : 

n,_ m (AA)nu mo (A)cr(/3,A), 

ce qui revient a montrer : 

(3.12) a g _ m (A) n n_ m {/3, A) n a mo (A) c T° (ft A) . 

On continue par recurrence sur fc (/3, A). Si m < r, l'equation (|3.12|) est 
impliquee par Proposition 3.1.10(i)] dans le cas deploye D = F, d'oii le cas 
general en appliquant le lemme 12.281 

On suppose done que m ^ r (et m$ = s). Si (3 est minimal sur F, alors 
3 m °(/3, A) = a mo (A) et il n'y a rien a demontrer. Sinon, soit [A, 71,5,7] une 
strate simple equivalente a [A, n, q, /3], soit Bi le commutant de 7 dans A et 
soit (71 = —fc (7, A). Alors on a : 

a g _ m (A) n ti_ m (/3, A) = a g _ m (A) n n_ m (7, A) 

(A) n Bi + (A) nn_ m (7,A). 

On a a g _ m (A) fl B 7 C 3 m °(7, A) et, puisque m < 77 = |_<?i/2j + 1, on a : 

(A) n n_ m ( 7 , A) n a mo C 3 m ° (7, A) 

par recurrence. Puisque 3 m °(7, A) = 3 m °(j3, A), la preuve est terminee. □ 

Lemme 3.14- - - Soit mo = min{m, s} et soit •& un caractere de H m ° dont la 
restriction a H m+1 est dans ^(A, m, (3). Soit K un sous-groupe ouvert compact 
de U mo (A), soz£ p wne representation irreductible de K dont /a restriction 
a H m ° PI K contient $|H m onK- ^4^ors toute representation irreductible de G 
contenant •& contient p. 
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Demonstration. — La preuve est similaire a celle de p3 Proposition 8.1.7]. II 
suffit de remplacer [3 Lemma 8.1.8] par le lemme 13.131 □ 

3.5. — Soit 7i une representation irreductible de G et soit s une corestriction 
moderee sur A relative a E/F. 

Proposition 3.15. - - Soient 9 G ^(A, \m~\ —1,(3) et c G ap_ m ](A) tels que 
7T contienne le caractere •& = 9ip c de H^(/3, A). Soit A' une G^-suite E-pure 
de periode e(A') et soit m! = me(A')/e(A). Soit a' G a[_ m ](A) na|-_ m '](A') nB 
tel que : 

s(c) + a WH (A) n B c a' + a Wmn (A') n B. 

Alors il existe 8' G ^(A', \m'] — 1,(3) et d G a[_ m /](A / ) tels que s(c') = a' et 
tels que n contienne le caractere = O'tpd de H^ m '^((3, A'). Si a' = 0, on pent 
choisir d = 0. 

Demonstration. — Soit tuq = min{ \m\ , s}. Puisque H m ° {(3, A) /H^ ((3, A) est 
abelien, tt contient un caractere i? de H m ° ((3, A) qui prolonge i?. En prolongeant 
9 en un caractere simple de H m °(/3, A), que l'on note aussi 9, et en changeant 
c dans sa classe modulo ai_p m ] (A), on a encore $ = 6*-0c- 

Nous demontrons la proposition dans un premier temps sous l'hypothese 
supplementaire : 

(H) H M (/5,A')cU mo (A). 

On commence par prouver le lemme suivant. 

Lemme 3.16. — Pour tous k, k' G Z, on a : 

s(a k {A) n o fc /(A')) = s(o fc (A)) n s(o fe /(A')). 

Demonstration. — Dans le cas ou A est deployee sur F et ou A, A' sont strictes, 
c'est une consequence de [7J §1.3] et du fait que cifc(A) et a^(A') sont des reseaux 
E-exacts. Dans le cas general, on choisit un couple (V°,A°) comme au §2.31 
L'egalite est valable pour les ^p-suites sous-jacentes a A et a A', appliquee 
avec une corestriction moderee de Endp(V © V°) dont la restriction a A est s. 
On obtient le lemme IB. 161 par projection sur A. □ 
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Puisque a' appartient a ap_ m ](A) n 0|-_ m '](A') PI B, il existe, d'apres le 
lemme IHUHl un element d G Of_ m ](A) fl 0[_ m '](A') tel que s(c') = a', et on 
peut prendre d = si a' = 0. On pose 6 = d — c G 0|-_ m ] (A). 

Lemme 3.17. - - II existe x G a g _[ m j(A) fl n_|_ m j(/3,A) tel que : 

5 — (1 + xy 1 a /3 (x) — (1 + x) _1 (ca; — xc) G ai-[ m q (A'). 

Demonstration. — On demontre par recurrence que, pour t ^ 0, il existe 
x t G o g _ L mj(A) n n_|_ m j(/3, A) tel que : 

(3.13) 5-(l + x t )" 1 a / 3(x i )-(l + ^)' 1 (cx t -^c) G ai_f TO q(A') + at_Lmj(A). 

Le lemme s'ensuit puisque a 4 _L m j(A) C ai_r m /-|(A') pour t suffisamment grand. 
Puisque 5 G a_|_ m j(A), on peut prendre xo = 0. Supposons done que t ^ et 
qu'on ait trouve x t G a g _|_mj(A) fl n_|_ m j(/3,A) tel que ()3.13|) soit satisfaite. II 
existe alors 5 t G a t __L m j(A) tel que : 

5 - (1 + x t y l ap(x t ) - (1 + s) _1 (ca; t - a^c) G5 ( + ai_p m /](A'). 

On impose 5 = 5 dans le cas t — et, dans ce cas : 

s(5 ) = a' - s(c) G ai_|wi(A0 n B. 

Egalement, pour t > 0, on a : 

s(<f t ) G a 4 _ LmJ (A) n B c (A) n B c ai-cmq (A') n B. 

Done <J t G at_ LmJ (A) n (ai_|W|(A') + o /9 (A)). 

Lemme 3.18. — Pour tous k, kl E 7*, on a : 

a*(A) n (a fc '(A0 + 0/9 (A)) = a fc (A) n a* (A') + a fc (A) n a^(A). 



Demonstration. — Dans le cas ou A est deployee sur F et ou A, A' sont strictes, 
e'est une consequence de [7, 8.1.13]. On traite le cas general comme au lemme 

una □ 
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D'apres le lemme 13.181 on a : 

a t _ LmJ (A)n(ai_ [m / 1 (A / ) + a p (A)) = a t _ LmJ (A)nai_ [m / 1 (A / )+a t _ Lm j(A)na /3 (A). 

D'apres la proposition 12.291 il existe y t G a q+ t-[ m ](A) fl n t -i m ](f3, A) tel que : 

S t - ap(yt) e a t _ Lm j(A) n ai_|wi(A'), 

et x t+ i — x t + y t est comme il faut. □ 

Revenons a la demonstration de la proposition 13.151 sous l'hypothese (H). 
Soit x comme dans le lemme 13*. 171 Par le lemme l2~.301 1 'element 1 + x normalise 

B. m °((3,A) et : 

V +X = ^V ; (l+x)- 1 a (3 (s)V'(l+2.-)- 1 (cx-xc)- 

Soit 8' le caractere simple dans ^(A', \m'~\ —1,(3) qui coincide avec 6 sur 
H^'l (/3, A') n H m ° ((3, A). Le lemme ITTTI implique que, comme caractere du 
groupe H>'l(/3, A) n H mo (/5, A), on a : 

Puisque l'hypothese (H) est satisfaite, on deduit du lemme l3~lH que 7r contient 

Traitons maintenant le cas general. Supposons d'abord que m ^ q/2. 
D'apres le lemme l3~7| il existe une famille finie (Aj)o^i^ verifiant : 

Uf mj ] (Aj) D U Lmi+lJ+1 (A i+1 ), 

avec (A ,m ) = (A, m), (A/,m;) = (A',m') et rrii = mei/e, ou est la periode 
de Aj. Par le lemme EPl on a s(c) G a_i TOi j(Aj) fl B, pour chaque i, et : 

s(c) + Oi_ rmil (Ai) n B c s(c) + a!_ rmi+ll (A m ) n B, ^ z < Z - 1. 

Par dualite, on obtient : 

u rmil (Aj) n B D U [mi+ll (A m ) n B. 

Soit = —k ((3,Ai) = qei/e. Puisque m ^ q/2, on a m ; ^ gj/2 et done : 

H^1(/3,A W ) = (U [mi+ll (A m ) nB) E^ +1 ((3,A i+l ) c U W (A,). 
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Appliquant le cas ou l'hypothese (H) est verifiee, on voit que, pour chaque i, 
il existe 9{ G ^(Aj, [m,] — 1,(3) et q G 0[_ mi ](Aj) tels que s(c$) = s(c) et 7r 
contienne le caractere •&{ = 9%^^ de H^ m ^(/5,Aj). A la derniere etape, on peut 
remplacer s(c) par a' et on en deduit le result at. 

Finalement, supposons que m > q/2 et fixons e > tel que ee < m — q/2. 
Par le lemmeEIHl il existe une famille finie (Aj)o^i^ verifiant : 

U [mi+ll (A m ) c U [mi _ ei£l (A*), < i ^ I - 1, 

avec (A ,m ) = (A, m), (A;,m^) = (A',m') et m; = mej/e, ou est la periode 
de Aj. On a : 




done [mj — e^e] ^ [?i/2] = s« et : 

H^l(/?,A m ) c U fmi+ll (A i+1 ) c U^^A.) c U M (Ai). 
La demonstration se termine maintenant comme dans le cas precedent. □ 

3.6. — Soit il une representation irreductible de niveau non nul de G. 

Proposition 3.19. - - On est dans I'un des deux cas suivants : 

(1) // existe une strate scindee [A, n,n — l, b] de A, avec n ^ 1 et A stride, 
telle que la restriction de tt a U n (A) contienne ipb ; 

(2) II existe une strate simple [A, n, m, (3} de A, avec A stride, et un carac- 
tere simple 9 G ^(A, m, (3), tels que la restriction de tt a H' m+1 (/3, A) contienne 
9. 

Remarque 3.20. — Dans le cas (1), on dit que tt contient une strate scindee. 

Demonstration. — D'abord, d'apres jU Theorem 1.2.1 (i)] , la representation it 
contient une strate fondamentale [A,n,n — 1,6] de A, avec A stricte, e'est-a- 
dire que la restriction de tt a U n (A) contient fa- Si elle est scindee, alors on 
est dans le premier cas. Si elle ne l'est pas, alors, d'apres |4, Theorem 1.2.4], 
la representation tt contient une strate simple [A, n, m, (3] de A, avec A stricte, 
e'est-a-dire que la restriction de tt a H' m+1 (/3,A) contient un caractere simple 
9 etf(A,m,0). □ 
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II est commode d'introduire la definition suivante. Soit [A, n, m, (3] une strate 
simple de A avec m ^ 1. Soit Ve un B-module a gauche simple, soit De 
l'algebre opposee a EndB(VE), soit Y une ff^-svltQ de reseaux de Ve verifiant 
la condition du theoreme 11.41 et soit s une corestriction moderee sur A rela- 
tivement a E/F (cf. EH) . 

Definition 3.21. - - Une strate derivee de [A, n, m, (3\ est une strate de B de 
la forme [r, m, m — 1, s(c)] avec c 6 a_ m (A). 

On definit maintenant les caracteres scindes de G. C'est ce qui est appele, 
dans [7j, les types scindes de niveau (x, y), avec x > y > 0. 

Definition 3.22. - - Un couple (K,^) est un caractere scindede G s'il existe 
une strate simple [A, n, m, /3] de A, avec m ^ 1 et A stricte, un caractere simple 
9 e ^(A, m - 1, (3) et c e o_ m ( A ) tels 1 ue : 

(i) On a K = H m 03, A) et i? = 9ip c . 

(ii) La strate derivee [T,m, m — 1, s(c)] est scindee, pour n'importe quelle 
corestriction moderee s sur A relativement a E/F. 

La distinction entre strate scindee et caractere scinde est assez superficielle : 
c'est a peu pres la meme que celle qu'on fait entre types simples de niveau 
et de niveau > {cf. 16 ). 

On est maintenant en mesure de formuler le resultat principal de cette sec- 
tion. 

Theoreme 3.23. - - Soit it une representation irreductible de niveau non nul 
de G. Alors : 

(1) ou bien il existe une strate simple [A, n, 0, /3] de A ; avec A stricte, telle 
que tt contienne un caractere simple 9 6 ^(A, 0, ft) ; 

(2) ou bien tt contient une strate scindee. 

(3) ou bien tt contient un caractere scinde. 

Le reste du paragraphe est consacre a la demonstration du theoreme 13.231 
D'apres la proposition 13 .19^ si tt ne contient pas de strate scindee, il existe 
une strate simple [A, n, m, f3] de A, avec A stricte, et un caractere simple 9 G 
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^(A, m, /3), tels que la restriction de it a H m+1 (/?,A) contienne On choisit 
[A, n, m, /3] et 9 tels que le rapport m/e(A\0F) soit minimal. Si m = 0, alors 
on est dans le cas (1) du theoreme 13.231 Dans toute la suite du §, on suppose 
que m ^ 1. On fixe un B-module a gauche simple Ve et on note De l'algebre 
opposee a Ende(VE). On fixe une €?b E -suite T de reseaux de Ve verifiant la 
condition du theoreme 11.41 On fixe un caractere $ de H m (/3,A) contenu dans 
7r et prolongeant 8, un caractere simple 9 G ^(A,m — 1,(3) prolongeant 6 
et un element c G a_ m (A) tel que $ = 6^ c . Enfin, on fixe une corestriction 
moderee s sur A relativement a E/F. II s'agit de prouver que la strate derivee 
[r, m, m — 1, s(c)] est scindee. 

Proposition 3.24- - - La strate \T,m,m— l,s(c)} est fondamendale. 

Remarque 3.25. — Pour simplifier les notations, on calcule toutes les perio- 
des de suites de reseaux sur ff-p et, si A est une suite de reseaux, on note e(A) 
pour e(A|^p). Cette remarque se substitue done a la remarque 13.11 Pour une 
i^D-suite de reseaux A, on a e(A|^p) = e{h\0T>)d y ou d designe le degre reduit 
de D sur F. Pour une <^D E " su ite de reseaux T, on a e(r|^ F ) = e(r| ^e)6e/F) 
ou ce/f designe l'indice de ramification de E/F. 

Demonstration. — On raisonne par l'absurde. D'apres la proposition 13.111 il 
existe un entier k' G Z et une ^D E -suite stricte V de Ve tels que : 



On fixe un couple (p f , A') correspondant a T' par le theoreme 11.71 et on pose 
m! = me(A')/e(A). 

Lemme 3.26. — On a : 



(3.14) 



s (c) + d!_ m (A) n b = S (c) + bi_ m (r) c b_ fc , (r') 



et : 



(3.15) 



k' m 



e(F) e(Vy 



(3.16) 



s(c) + Oi_ m (A) n B c a x _ rm q (A') n B 
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et : 



\m'~\ — 1 m 
(3.17) 1 ' < 



e(A') e(A)' 

Demonstration. — A partir de ()3.15|) et de la remarque I1.1U[ on ecrit : 

p k < , , . m = m . 
e(A) 

Compte tenu du fait que p'k' est entier, on en deduit : 

-p'k' ^ 1 - \m'] , 

ce qui, avec (|3.14|) . donne ()3.16|) . Ensuite, on ecrit m! = \m'~\ — 1 + a/e(A), 
avec 1 ^ a $C e(A). On obtient : 

[m'l — 1 m! a m 

< 



e(A') e(A') e(A)e(A') e(A)' 
ce qui termine la demonstration. □ 

D'apres le lemme IH.15I applique avec a' = 0, il existe un caractere simple de 
^(A', \m'1 — 1, (3) contenu dans tt, ce qui contredit la minimalite de mj e(A). □ 

Proposition 3.27. - - La strate [T,m,m — l,s(c)] est scindee. 

Demonstration. — On raisonne par l'absurde. D'apres la proposition 13.121 il 
existe un entier k! G Z, une €?b E -suite stricte V de Ve et a 1 G B tels que : 

s(c) + Oi_ m (A) n B c a' + bi- fc ,(r') 

et tels que la strate [r', fc', /c' — 1, a'] soit simple. On fixe un couple (p',A') 
correspondant a T' par le theoreme 11.71 et on pose m' = p'k' G Z. On a done : 

s(c) + ai_ m (A) n B c a' + ai_ m '(A') n B. 

Avant d'appliquer a nouveau le lemme 13.151 on a besoin des deux lemmes 
suivants. 



Lemme 3.28. - - On a m/e(A) = m'/e(M). 
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Demonstration. — Puisque la strate [r, m, m — 1, s(c)] est fondamentale, on a 
s(c) G £(r). Ensuite, on a s(c) — a' G ai-fc'(r') et a' G a-fc'(r'), c'est-a-dire 
que les strates [V, k', k' — 1, s(c)] et [T", /c', k' — 1, a'] sont equivalentes. Elles 
ont done le meme polynome caracteristique, de sorte que [V, k', k! — l,s(c)] 
est fondamentale. Ainsi s(c) G £(r"). On en deduit que m/e(T) = A;'/e(r'), ce 
qui implique l'egalite voulue. □ 

Lemme 3.29. — On a 0_ m '(A') n B C a_ m (A) n B. 

Demonstration. — En prenant le dual de l'inclusion : 

Oi- m (A)nBc a w (A')nB, 

on obtient a m '(A') flB C a m (A) flB. Puis, en multipliant par s(c) 2 et en tenant 
compte du lemme EI2HJ on obtient l'inclusion voulue. □ 

D'apres le lemme il existe un caractere simple 9' G ^(A', m' — 1,(3) et 
d G o_ m /(A') tels que s(c') = a' et que n contienne le caractere = 9'ip c i. 
Pour terminer la preuve de la proposition ^. 271 on a besoin du resultat suivant, 
analogue de j2| Theorem 2.2.8]. 

Proposition 3.30. - - La strate [A',n f ,m f — l,/3 + d] est equivalente a une 
strate simple. 

On reporte la preuve de la proposition lH.HOI au paragraphe suivant. En atten- 
dant, on termine la preuve de la proposition 13. 271 On choisit une strate simple 
[A', n', m' — l, (3'] equivalente a [A', n', w! — 1, (3 + c'] . La strate [A', n', m', (3'] est 
equivalente a la strate simple [A', n', m', 0\. On applique la proposition 12.151 
On a une bijection : 

*f (A', w! - 1, (3) -> if (A', w! - 1, (3') 

envoyant 9' sur , d'ipi 3 i_p_ c i . Mais /?' — /3 — d G ai_ m '(A'). Ceci implique que 
i?' G ^(A',m' — l,/3')> e ^ contredit la minimalite de m/e(A|^p). □ 
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3.7. — Dans ce paragraphe, on demontre la proposition 13.301 D'apres [16, 
Theoreme 2.2], il suffit de prouver que [A', n', m! — 1, (3 + c'} est equivalente a 
une strate pure. 

On pose K = E(a') et on note C le commutant de K dans A. On fixe un 
K <S>f D-module a droite simple S et on pose A(K) = EndD(S). On note D K le 
commutant de K dans A(K). C'est une K-algebre a division. On choisit une 
decomposition de V en somme de K ®p D-modules qui soit conforme a A'. On 
en deduit un plongement de F-algebres i : A(K) — > A et un isomorphisme de 
(A(K),C)-bimodules (cf. PH §1.3]) : 

(3.18) A(K)® Dk C^A. 

On a besoin du lemme suivant. 

Lemme 3.31. - - Soit s' une corestriction moderee stir A(K) relativement a 
E/F. Alors s' <8> idc est une corestriction moderee sur A relativement a E/F. 

Demonstration. — La preuve est analogue a celle de [7J Proposition 1.3.9], 
compte tenu de [3J Lemmas 4.2.1-4.2.2]. □ 

On note s' la corestriction moderee sur A(K) relativement a E/F telle que 
s' (g> idc corresponde a s via ()3.18j) . On note 2l(K) l'unique ordre hereditaire 
de A(K) normalise par K x et ^P(K) son radical de Jacobson. On note e le 
rapport de e(A'|€?b) sur e(2l(K)|^b)- On pose n" = n'/e et m" = m'/e. Ce 
sont des entiers, egaux respect ivement a — fa(K)(/3) a — ^2i(K)( a ')- Soit enfin 
un element c G ^(K)- m tel que s'(cq) = a'. 

Lemme 3.32. - - La strate [2l(K), n", m" — l,/3 + Cq] est pure. 

Demonstration. — La preuve est tres proche de celle de Proposition 2.2.3]. 
D'apres le theoreme II. 4[ le normalisateur de 2l(K) dans D K est egal au nor- 
malisateur de l'unique £?K-ordre de Dk, qui est &t> k - Done 2t(K) est normalise 
par D^. On note B(K) le commutant de E dans A(K). 

Soit x G A(K) X commutant a (3 + Co et soit t G Z le plus grand entier tel 
que x G ^J(K)*. En raisonnant comme dans le preuve de [7J Proposition 2.2.3] 
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et en remplagant [7, Corollary 1.4.10] par la proposition 12.291 on obtient : 

x e (<p(K)* n D K + <P(K) m ) \<p(K)* +1 c £(a(K)). 

Done le centralisateur de F[/3 + cq] dans A(K) X est compact modulo le centre. 
Ainsi la F-algebre F[/3+c ] est un corps dont le groupe multiplicatif est contenu 
dans £(2l(K)), ce qui termine la demonstration du lemme l3~3~21 □ 

Ainsi l'image par i de la strate pure [2t(K), n", m" — 1, (3 + c ] est une strate 
pure [A', n', m! — 1, (3 + Co]. On a s((3 + c') = s(/3 + Co). D'apres la proposition 
12.291 il existe un element y G a g '_ m '(A) n n_ m /(A) tel que : 

d - c = ap(y) mod ai_ TO '(A'). 

On en deduit que [A',n',m' — 1,(3 + c'] est equivalente a la conjuguee de la 
strate [A', n', m' — 1, /3 + Co] par 1 + y, ce qui met fin a la fois a la preuve de la 
proposition 13.301 et a celle du theoreme 13.231 

4. Modules de Jacquet 

Soit 7r une representation irreductible de niveau non nul de G. Par le 
theoreme I3.23| on sait que n contient soit un caractere simple d'un groupe 
H 1 (/3,A) avec A stricte, soit un caractere scinde, soit une strate scindee. Le 
but principal de cette section est de demontrer le theoreme suivant : 

Theoreme J^.l. - - Soit tc une representation irreductible supercuspidale de 
niveau non nul de G. 77 existe une strate simple [A, n, 0, 0\, avec A stricte, et 
un caractere simple G ^(A, 0, (3) tels que 7T|hi(^,a) contienne 9. 

L'idee est d'utiliser la notion de paire couvrante pour demontrer que, dans 
le cas ou la representation ir contient un caractere scinde ou une strate scindee, 
elle a un module de Jacquet non nul. 
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4.1. — Soit [A, n, m, (3] une strate simple de A avec m ^ 1 et avec A stricte. 
Soit V = V X ©V 2 une decomposition de V en E®FD-modules, qui est conforme 
a A, et soit : 

M = Aut D (V 1 ) x Aut D (V 2 ), 

qui est un sous-groupe de Levi de G. Soient N = 1 + A 12 et N~ = 1 + A 21 , et 
soient P = MN et P~ = MN~. Done P est un sous-groupe parabolique avec 
facteur de Levi M, et P~ est le sous-groupe parabolique oppose. 

Soit B le commutant de E dans A. On fixe un B-module a gauche simple Ve 
et on note De l'algebre opposee a End E (VE). Soit Y une €?b E -suite de reseaux 
telle que a&(A) n B = bfc(r) pour k G Z, donnee par le theoreme 11.41 La 
decomposition V = V 1 © V 2 correspond a une decomposition Ve = V E © V| 
telle que : 

M n B = Aut DE (V E ) x Aut DE (V E ). 

C'est une decomposition conforme a T, et on pose T l = T fl V E . On fixe aussi 
une corestriction moderee s : A — ► B. Alors les restrictions Sj = S|a* : A' — > B 2 
sont aussi des corestrictions moderees. 

Soient q G A' n o_ m (A). On pose c = c\ + c 2 G A. On suppose que la 
strate [r, m,m — l, s(c)] de B est (fondamentale) scindee par la decomposition, 
e'est-a-dire que les polynomes caracteristiques des strates [T\m, m — l,s(cj)], 
pour i G {1,2}, sont premier entre eux. On suppose aussi que s(cx) normalise 
T 1 et que f r i(s(ci)) = — m. 

Lemme 4-2. — On a : 

Ibx (Vc| Uro( A)nB) c (U X (A) n B) ■ (M n B) ■ (Ui(A) n B). 

Demonstration. — L'entrelacement de V'c|u m (A)nB es ^ ^ e m eme que l'entrela- 
cement de la strate [T,m, m — l,s(c)]. La demonstration est alors presque 
identique a celle de |17^ Theorem 4.9] : il suffit de remplacer |17^ Lemma 4.11] 
par [31 Lemma 2.3.4]. □ 
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Soit maintenant 9 un caractere simple dans 'if (A, m — 1, /3). On considere le 
caractere £ = 6ip c de H m (/5,A). On pose : 

Q=(Ua(A)nB)£V m+1 (/3,A). 

D'apres la proposition 12.241 le caractere 6 1 est normalise par Q. Puisque Q C 
Ui(A) normalise ip c , le caractere £ est lui aussi normalise par O. 

Theoreme 4.3. - - On a I G (£) C fiMQ. 

Demonstration. — Si g G G entrelace £, alors g entrelace a fortiori sa restric- 
tion ^H^+i^.A) = ^|H m + 1 (^,A)- D'apres le theoreme 12.231 l'element g appartient 
done a tt q _ m (f3, A)B x tt q ^ m (f3, A). 

On ecrit 7 = (1 + x)t{l + y)~ l , avec x, y G mq_ m (/3, A) et t G B x . Puisque 
1 + x est dans (1 + a g _ m (A) R n_ m (/?, A)) J s (/?, A), on a, d'apres la proposition 
EH : 

(4-1) = ^(l+x)-i/3(l +:C )-/3 = i^apix)- 

L'element t entrelace et £ 1+y , done leur restriction au groupe H m (f3, A) fl 
B = U m (A) fl B. Puisque les restriction de VWa) e ^ V^y) a U m (A) fl B sont 
triviales, et puisque t entrelace certainement 0|u m (A)nB, on voit que t entrelace 
aussi le caractere ^ C |u m (A)nB- D'apres le lemme l4~2l on a : 

t g (Ui(A) n B)(M n B)(Ui(A) n B). 

Puisque Ui(A) PlB normalise £ et le groupe Q q - m (j3, A), on peut done supposer 
que t G M n B. 

Par la decomposition d'lwahori de fl q - m (/3,A) par rapport a (M, P), on 
ecrit 1 + x — n~m x n x , avec n~ G Q q ^ m (f3, A) fl N~, m x G fi g _ m (/5, A) fl M et 
n x = 1 + x n G Q q - m (j3, A) fl N. On ecrit 1 + y = n~m y n y de la meme maniere. 

On pose : 

_ Ar +1 (/3,A) S) m+1 ((3,A)\ 
' \ fi m (P,A) £j m+1 (/3,A)y 
et H_ = 1 + 5}_ = H m+1 (/3,A)(H m (/3,A) n N"). L'element t entrelace les 
restrictions £ 1+x |h_ et £ 1+y |H_ e ^ puisque n~m x normalise £|h-, on a l'egalite 
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£ 1+;r | H _ = ^ nx \u_- Puisque £|h_ = 0\h- est entrelace par t, on deduit de (|4.1|) 
que t entrelace les caracteres ip af3 (x n ) et VWs/n); c'est-a-dire que : 

t~ 1 a /3 (a; n )t = a p (y n ) mod t^fiH + 

Cette equivalence est certainement satisfaite dans tous les blocs sauf peut-etre 
le bloc A 12 , ou la condition est : 

apir^t - y n ) G (r l (fi m (f3, A))*t + (f> m (A A))*) n A 12 . 

D'apres le lemme E23 il existe x' n , y' n dans m g _ m+ i(/3, A) fl A 12 tels que : 

ap(t~ x x' n t - y' n ) = ap(t~ l x n t - y n ). 

Done (t^x^t — y' n ) — (tr x x n t — y n ) appartient au (1, 2)-bloc de : 

(t"V.(i3, + i*q-m(P, A)) n B c r 1 (ai(A) n B) t + (01(A) n B) . 

II existe done x„,y" G (ai(A) nB + m,_ m+1 ) n A 12 tels que t~ x x" n t - y" = 
t~ x x n t — y n et done : 

(1 + x")t(l + y")' 1 = n x tn-\ 

Puisque (1 + x'^), (1 + y'£) G fl fl N qui normalise £, et puisque le groupe 
fi 3 _ m (/3, A) normalise fl, on peut supposer que g = n~m x t{n~rn y )~ l . De la me- 
me maniere, en regardant la restriction de £ a H + = H m+1 (/3, A)(H m (/3, A)(~lN), 
on se ramene au cas g = m x tm- 1 G M, ce qui demontre le theoreme. □ 

On pose K = H m (/?, A)(f2 fl N), qui est un sous-groupe ouvert compact de 
G, puisque fl normalise H m (/3, A). Comme fl normalise aussi £, on obtient : 

Lemme 4-4- ~ ~ H existe un unique caractere £ de K qui est trivial sur KflN 
et qui prolonge £. 

Corollaire 4-5. - - Si g G N entrelace £, a/ors (7 G K fl N. 

Demonstration. — Supposons que g G N entrelace £. D'apres le theoreme 14. ^ 
il existe m G M et 71,72 G fl tels que g = 7f 1 m7 2 . Puisque f2 possede un 
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decomposition d'lwahori par rapport a (M, P) , on peut ecrire 7, = r y i 7^ 7, 
pour i = 1, 2, avec 7," G n N - , 7 4 M 6 HnM et 7+ e Hn N. On a done : 

7 1 + ^(7 2 + )- 1 = (7r7 1 M )- 1 m7 2 "7 2 M € N n P = {1}, 
d'ou on deduit que g = (7i + )~ 1 7 2 f Gf2flN = KnN. □ 

4.2. — Pour i £ {1, 2}, on suppose donnes d'une part un sous-groupe ouvert 
Kj de U(A)G ? qui contient et normalise le groupe H m (/5, A) R G\ d'autre part 
une representation irreductible Qi de Kj dont la restriction a KjflK est multiple 

^ e ^|K 4 nH m (/3,A)- 

Corollaire 4-6. (i) L 'ensemble K = (Ki x K 2 ) • K est un groupe. 

(ii) // existe une unique representation irreductible g de K telle que les res- 
trictions £>|KnN e ^ ^|KnN- so ^ en t triviales, et que g^ nM — Qi ® £? 2 - 

(iii) La paire (K, g) est une paire couvrante de (Ki x K 2 , £1 ® £> 2 ). 

Demonstration. — Avec l'element fortement (P, K)-positif : 

c 



wy 
1 



ou zup designe une uniformisante de F, la demonstration est identique a celle 
de jU Corollary 6.6]. □ 

4.3. — On rappelle que r = \_q/2\ + 1 et s — \q/2]. On definit trois entiers 
mo = max{g — m, m}, m s = max{g — m + 1, s} et m r = max{g — m, r — 1}. 
Soit e = m s — m r . On pose : 



K, = ( 



H m (/5, A)(H'" e+1 (/?, A) n N), m s <: I < m + e, 
H m (/3, A)(fi l+1 (/3, A) n N), q - m ^ I < m s , 
K,_ m (U i+ i(A)nBnN), 0^l<q-m, 
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et : 

' ((U m -/ +e (A) n B)^-<+ £ (/3, A)) n N- m s <:i<:m + e, 
((U m _j(A) n B)K"- l (P, A)) n N- q-m<l< m s , 

(U m _i(A)nB)nN- 0</^g-m. 
On a le lemme suivant. 

Lemme 4-7. - - Pour < I < m + e, le groupe a<?^ transitivement sur les 
caracteres de K;_i qui prolongent £|k, 

Demonstration. — On considere le cas m s ^ I < m + e, les autres cas etant 
similaires. Comme le quotient Kj_i/Kj est abelien, tout caractere de K;_i 
qui etend £|k ; est de la forme ^k^i^j pour b G ,f)'~ e+1 (/3, A)* n A 21 . Done 
#)Ga_ I+e (A)nB 21 . 

D'apres |3J Lemma 2.3.8], il existe x G a m _/ +e (A) n B 21 tel qu'on ait s(b) = 
s(c)x — xs(c) = s(a c (x)). Pour h G K/_i, le commutateur [1 + x, h] appartient 
a H m (/3, A) et, comme x G B, la proposition 12.301 implique : 

+ x, h}) = ^ c ([l + x, h}) = ^ ac(x) (h). 

D'apres le lemme l2~2TI il existe un element y G m g ^i +£ fl A 21 tel que ap(y) = 
b — a c (x). D'apres la proposition ESDI pour h G K/_i, le commutateur h] 
appartient a H m+1 (/3, A) et : 

e([l + y, h]) = 6([l + y, h]) = iP (1+y) -i ag(y) (h). 

On a yap{y) = et ip^tix) = ^Wfc); car V &i(A). On obtient done : 

= | )Kj _ 1 ^ (l/) ^ ac(je) = V>6, 

d'ou le lemme. □ 

Corollaire 4-8. - - Soit tt une representation lisse de G qui contient le ca- 
ractere £ de H m (/3, A). Alors tt n'est pas supercuspidale. 

Demonstration. — En appliquant le lemme 14.71 on voit que tt contient aussi 
le caractere £ de K = K . Par le corollaire 14 la paire (K, £) est une paire 
couvrante de (K fl M, £|H m 08,A)nM)- D'apres [HJ Theorem 7.9], la composante 
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isotypique 71^ du module de Jacquet de it par rapport a P est non 

nulle. □ 

4.4. — Soit 7r une representation lisse de niveau non nul de G qui ne con- 
tient aucun caractere simple d'un groupe H 1 (/5,A) avec A stricte. D'apres le 
theoreme 13.231 la representation ir contient alors un caractere scinde ou une 
strate scindee. Le cas de la strate scindee est deja regie par |1J Theorem 1.2.3]. 
On suppose done qu'il existe une strate simple [A, n, 0,/3] avec A stricte, un 
caractere simple 6 G ^(A, m, /3), et un c G o_ m (A), tels que 7r contienne le 
caractere d = 9ip c et que la strate [T,m,m — 1, s(c)] soit scindee, ou, avec les 
notations habituelles, T est une €?b E -suite de reseaux de Ve qui correspond a 
A par le theoreme 11.41 

Proposition 4-9. - - II existe une decomposition Ve = V E © V| conforme a 
T telle que : 

(i) la strate [T,m,m — 1, s(c)] est scindee par cette decomposition ; 

(ii) I ' element s(c) 1 G B 1 normalise T 1 et i;pi(s(c) 1 ) = — m. 

Demonstration. — Bien sur, B 1 et T 1 designent respectivement la E-algebre 
Endn E (V E ) et la suite Tfl V E . Dans le cas ou T est stricte, e'est [3, Proposition 
2.2.1]. La demonstration dans le cas general est identique. □ 

Soit V = V 1 © V 2 la decomposition qui correspond a celle de Ve donnee par 
la proposition 14.91 Comme s(c) stabilise la decomposition Ve = V E © V|, on 
a s(e*ce : ') = 0, pour i ^ j, ou e* est le projecteur sur V*. D'apres le lemme 
12.271 il existe x G m g _ m tel que e l ap{x)^ = — eVe- 7 , pour i ^ j. D'apres la 
proposition 12. 3()[ l'eiement 1 + x normalise H m (/5, A) et : 

$ l+x = 9ip( 1+x yi{3( 1+x ypllj c = 9ip c ,, 

oiic' = c + a / g(x). Remplagant c par c', on voit qu'on est dans la situation des 
§ ^4.lti4~3l Par le corollaire 14 ,8[ on conclut que n n'est pas supercuspidale, ce 
qui termine la demonstration du theoreme 14.11 
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5. Le niveau zero 

Soit A une F-algebre centrale simple et soit G son groupe multiplicatif. 
Desormais, toute les strates sont relatives a une suite de reseaux stricte. On 
peut done remplacer le langage des suites de reseaux par celui des ordres 
hereditaires. Par commodite, on fixe tout de meme, comme d'habitude, un 
A-module a gauche simple V, et on note D l'algebre opposee a EndA(V). 

Dans cette section, on prouve que toute representation irreductible super- 
cuspidale de niveau non nul de G contient un type simple maximal au sens de 

mi 

5.1. — Soit [21, n, O,0\ une strate simple de A. Soit : 
(5.1) V = V 1 ©...©V / 

une decomposition de V en sous-E ® F D-modules, qui soit conforme a 21. Soit 
M le sous-groupe de Levi de G correspondant et soit P un sous-groupe para- 
bolique de G de facteur de Levi M. On ecrit P = MN, oil N est le radical 
unipotent de P. On note N~ le radical unipotent du sous-groupe parabolique 
oppose a P. On pose : 

rPp = H^^St) (J 1 (/3,2l)nN) , 

Jp = H x (/3,Sl) ( Tl (/3,2l) DP) . 

Ce sont des sous-groupes ouverts compacts de J 1 (/3,2l) contenant H 1 (/5,2l). 
Pour simplifier les notations, on note H 1 , J 1 respectivement pour les groupes 
H 1 ^,^), J 1 (A 21). Soit 6 G ^(2l,0,/5) un caractere simple. On note 8 P le 
caractere de Hp defini par 9p(hu) = 0(h), pour h G H 1 et u G J 1 fl N. 

5.2. — Soit B le commutant de E dans A et soit Ve un B- module a gauche 
simple. On note D E l'algebre opposee a Ende(VE) et m E la dimension de Ve 
sur De- Soient e* les idempotents de 03 = 21 D B definis par la decomposition 
()5.1|) et soit rii la dimension de e*VE- 

Definition 5.1. — La decomposition (|5.1jl est dite subordonnee a 53 s'il exis- 
te un isomorphisme de E-algebres ^ : B — > M mE (D E ) tel que : 
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(i) Pour chaque 1 ^ i ^ I, ridempotent \l/(e J ) est egal a : 

r = diag(0,...,ld n .,...,0), 

oil la matrice identite Id nj G M n . (D E ) apparait a la i-ieme place. 

(ii) L'ordre hereditaire \l/(03) est la sous-€?E-algebre de M m£ ,(^D E ) consti- 
tute des matrices dont la reduction modulo Pd e est triangulaire superieure par 
blocs de taille (nx, . . . , nj). 

Remarque 5.2. — Si (|5.1|) est subordonnee a 03, alors I est egal a la periode 
de 03. Les P defmissent une decomposition de D^ B conforme a \l/(03), et l'ordre 
P\I/(03)P est un ordre maximal de M n .(D E ) egal a M n .(<^ DB ). 

5.3. — On suppose desormais que la decomposition (|5.1|) est subordonnee a 
03. On note e la periode de 03. 

Proposition 5.3. - (i) On a des decompositions d'lwahori : 

Jp = (H 1 HN") • (J 1 DM) ■ (J 1 nN), 
Hp = (H 1 nN-)-(H 1 nM)-(j 1 nN). 

(ii) On a des isomorphismes de groupes : 

e 

Jp/Hp ~ J 1 n M/H 1 nM~ Jjj 1 ^, 2l*)/H 1 (/3, 21*). 

i=l 

(iii) L 'application (x,y) i— > 9p([x, y]) definit un espace symplectique non 
degenere (Jp/Hp, ko p ) isomorphe a la somme directe des espaces symplectiques 
(J 1 (f3,% i )/H. 1 (f3,% i ),k e i), ou6 i est le transfert de 6 a 0, (3). 

Demonstration. - - Voir 7, Proposition 7.2.3]. Cela decoule des decomposi- 
tions d'lwahori existant pour J 1 et H 1 , du theoreme 12.171 et enfin de la propo- 
sition E3U □ 

Proposition 5-4- — On a Ig(#p) = JpB x Jp. 

Demonstration. — II suffit de verifier que Iq(^p) contient B x . Soit : 
(5.2) V = W 1 © ... © W l ° 
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une decomposition de V en E® F D-modules simples, qui soit plus fine que (J5.1J) 
et conforme a 21. Soit M C M le stabilisateur de (|5.2J) et soit Po = M N un 
sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M et contenu dans P. Alors : 

U=(U(»)nP„)Ui(») 

est un sous-groupe d'lwahori de B x . Puisque Po est inclus P, le groupe U 
est inclus dans (U(<8) fl P)Jp, qui normalise Op. D'apres la decomposition de 
Bruhat de B x en doubles classes modulo U, il suffit done de montrer que tout 
element du normalisateur de M dans B x entrelace Op. Soit done y dans ce 
normalisateur. Le groupe Hp a des decompositions d'lwahori relativement a 
(M ,Po) et a (M ,Pq). Le groupe Hp fl yH.pi/~ 1 admet done lui-meme une 
decomposition d'lwahori relativement a (M ,Po)- Puisque Op est trivial sur 
Hp fl N et sur Hp D Nq, chacun des deux caracteres Op et y P est trivial sur 
Hp flyHpy -1 flN . On a un resultat analogue pour le radical unipotent oppose 
Nq. II reste done a verifier que y entrelace : 

$P|HinMo = ^IHinMo, 

ce qui est le cas puisque y entrelace 0. □ 

5.4. — On rappelle (cf. j!51 §2.2]) qu'il existe une representation irreductible 
7] de J 1 , unique a isomorphisme pres, dont la restriction a H 1 contient 0. Elle 
est normalised par (^(21) fl B X )J, son entrelacement vaut Ig(v) = J X B X J 1 et, 
pour tout y G B x , on a dimHomji n (ji)j/(r7, rf) = 1. 

Proposition 5.5. - - II existe une representation irreductible rjp de Jp, uni- 
que a isomorphisme pres, dont la restriction a Hp contient Op . En outre : 

(i) Les representations Indji (7/p) et r] sont isomorphes. 

(ii) Pour tout y E B x , il existe une unique (Jp, Jp) -double classe dans J 1 |/J 1 
entrelagant r]p et dimHomji nJ i y (?7p, rjp) = 1. 

Remarque 5.6. — En particulier, on a Ict^p) — JpB x Jp. 

Demonstration. — Pour le point (i), l'argument est identique a celui utilise 
pour |2 Proposition 7.2.4]. Pour le (ii), voir p3 Corollary 4.1.5]. □ 
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Remarque 5.7. — Les propositions 15.31 a 15.51 sont valables pour une decom- 
position (|5.1|) quelconque, c'est-a-dire conforme mais pas necessairement su- 
bordonnee. II suffit, dans la propositions 15.31 de remplacer 21* par A 1 , ou A est 
une i^D-chaine defmissant 21. 

5.5. — On suppose que la decomposition ()5.1|) est subordonnee a 23. On 
rappelle (c/. jl 51 §2.4]) qu'une [3-extension de n est une representation de 
J = J(/3, 21) prolongeant rj dont l'entrelacement contient B x . On pose : 

J P = H 1 (/3,2l) (J(/3,2l)nP). 

On fixe une /3-extension k de rj et on note Kp la representation de Jp sur les 
(J fl N)-invariants de k. 

Proposition 5.8. — (i) On a 1q(kp) = JpB x Jp. 

(ii) Les representations Indj p (/«p) et k sont isomorphes. 

Demonstration. — Le point (ii) decoule directement du fait que la restriction 
de Kp a Jp est egale a r/p. Traitons le point (i). D'apres (ii), pour chaque 
element y G B x , il existe une unique double classe JpxJp dans JyJ entrelagant 
Kp. Par decomposition d'lwahori, on peut supposer que x appartient a : 

(J n N - )y(J n N~) = (J 1 n n~) 2/ (j 1 n n - ), 

done a J 1 ?/J 1 . Puisque k p prolonge rjp, l'element x entrelace rjp. D'apres les 
propositions 15.41 et 15.51 la double classe Jpy Jp est la seule double classe dans 
J 1 ?/ J 1 qui entrelace rjp. Ainsi x G JpyJp et JpxJp = Jp|/Jp, de sorte que y 
entrelace Kp. □ 

Remarque 5.9. — Si la decomposition (|5-H) n'est pas subordonnee, les grou- 
pes U(Q5) et J(/3,2l) n'admettent pas, en general, de decomposition d'lwahori 
relativement a (M, P). 

Proposition 5.10. - - Soit £ une representation irreductible de Jp triviale 
sur Jp. On a Ig(«p <8> = JpIb x (O^p- 
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Demonstration. — La preuve est analogue a celle de p3 Proposition 5.3.2]. II 



5.6. — Soit k une /3-extension de r] et soit cr l'inflation a J d'une 
representation irreductible du groupe J/J 1 . On pose ■& — k <S> cr. Lc 
quotient J/ J 1 est isomorphe a U(23)/Ui(23), qui est le groupe des points 
rationnels d'un groupe reductif sur le corps fini /cd e - 

Soit 21' un ordre hereditaire E-pur de A tel que l'intersection de 23 avec 
l'ordre 03' = 21' D B soit un ordre hereditaire. On note 9' le transfert de 9 a 
^(21', 0, (3) et rf l'unique representation irreductible de J 1 (/?,2l / ) contenant 9'. 
On rappelle comment, dans |16j . on associe a 21' une /3-extension k' de rj'. En 
procedant comme dans j!6| Proposition 4.5], on construit une famille finie : 



d'ordres E-purs de A, avec 2lo = 21 et 21^ = 21', et telle que pour tout ^ i < k, 
l'ordre 2lj ou bien contienne ou bien soit contenu dans Stj+i- (II suffit de tracer, 
dans l'immeuble de Bruhat-Tits de G, le segment joignant 21 et 21'.) Soit 6^ 
le transfert de 9 a ^(2lj,0,/3) et soit rji l'unique representation irreductible de 
J 1 (/3,2lj) contenant 9{. On definit par recurrence une famille finie : 

(5.4) («o, ...,« fc ), k ^ 0, 

de /3-extensions, en posant n = k et, pour ^ i < k, en prenant pour 
l'unique /^-extension de r/ i+ i qui soit coherente avec ^ au sens de |16| §2.4.4]. 
On pose enfin k' = k^. 

Definition 5.11. - - Une representation •&' de J(/3, 21') est dite coherente avec 
$ si elle est de la forme i?' = k' ® a', ou a' est l'inflation a J(/3, 21') d'une repre- 
sentation irreductible de J(/3, 21')/ J 1 (A telle 

que a et cr' s'entrelacent sur 

U(23n23'). 



suffit de remplacer j3 Proposition 5.1.8] par la proposition 15.51 



□ 



(5.3) 



(2l ,...,2l fc ), k^O 



Remarque 5.12. - (i) Par exemple, si 23' contient 23, on peut considerer 
cr comme une representation du sous-groupe parabolique U(23)/Ui(23') de 
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U(03')/Ui(03'). La condition sur a' signifie alors que a' est l'inflation a J(/3, 21') 
d'une composante irreductible de 1'induite de a a U(03')/Ui(03'). 

(ii) Si 25' est contenu dans 03, la condition sur a 1 signifie que a' est l'inflation 
a J(/3, 21') d'une composante irreductible de la restriction de a a U(03')/Ui(03). 

Proposition 5.13. - - Soitir une representation irreductible de G contenant 
d. Alors tt contient une representation d' de J(/3, 21') coherente avec d. 

Demonstration. — On procede en trois etapes. 

(i) On considere d'abord le cas ou 21' ou bien contient, ou bien est contenu 
dans 21. La demonstration est analogue a celle de [7J Proposition 8.3.5] : voir 
op. cit. p. 296. II suffit de remplacer (5.2.14)] par Proposition 2.29] 
et [7J Proposition 5.3.2] par |16t Lemme 4.2]. Dans le cas ou 21' est contenu 
dans 21, on a meme un resultat plus precis : on voit que toute representation 
de J(/3, 21') coherente avec i? est contenue dans tt. 

(ii) On considere ensuite le cas ou 03' ou bien contient, ou bien est contenu 
dans 03. Dans ce cas, la famille (j5.3j) peut etre choisie de telle sorte que 
2lj fl B = 03 pour ^ i ^ k — 1. On peut done definir i?j = ® a. Alors $j 
est Vunique representation de J(/3, 2lj) coherente avec C'est meme l'unique 
representation de J(/?,2lj) coherente avec pour tout ^ j ' ^ k — 1. En 
appliquant (i) successivement a chaque paire {2lj,2lj + i} au lieu de {21,21'}, 
on voit que u contient $ si et seulement si elle contient fik-i- En appliquant 
encore (i) avec 21^—1 au lieu de 21, on voit que tt contient si et seulement 
si elle contient une representation coherente avec i?fc_i, ce qui est la meme 
chose que d'etre coherente avec •&. 

(iii) On considere enfin le cas general. Pour se ramener a (ii), on passe 
d'abord de 03 a 03 fl 03', de sorte que toute representation de J(/3,2l fl 21') 
coherente avec d est contenue dans tt, puis on passe de 03 fl 03' a 03', de sorte 
que tt contient une representation d' de J(/5, 21') coherente avec d. 

Ceci termine la demonstration de la proposition 15.131 □ 

Remarque 5.14- — En particulier, si tt contient alors tt contient aussi 
i?' = k' ® a pour tout ordre hereditaire E-pur 21' tel que 21' fl B = 03. 
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5.7. — Soit 7r une representation irreductible de G contenant un caractere 
simple d'un groupe H 1 - c'est-a-dire qu'il existe un couple ([21, n, 0, /3], 9) con- 
stitue d'une strate simple et d'un caractere simple 9 G ^(21, 0, /3) tels que la 
restriction de ir a H 1 ( / 9,2t) contienne 9. Parmi ces couples, on en choisit un 
tel que l'ordre hereditaire 21 soit minimal. 

Soit r] l'unique representation irreductible de J 1 (/?,2l) contenant 9. La res- 
triction den k J 1 (/5, 21) contient done r], et la restriction de n a J(/3, 21) contient 
une representation de la forme i? = k ® a, oil k est une /3-extension de rj et a 
est l'inflation a J(/3, 21) d'une representation irreductible de J(/5, 21) / J 1 (/3, 21) ~ 
U(03)/Ui(03), qu'on note encore a. 

Proposition 5.15. - - Dans cette situation, a est une representation cuspi- 
date de U(Q3)/Ui08). 

Demonstration. — Supposons que a n'est pas une representation cuspidale de 
W = U(03)/Ui(03). II existe done un sous-groupe parabolique propre & de £f, 
de radical unipotent tel que la restriction de a a ^ contienne le caractere 
trivial. II existe done une representation a' de & 1*% telle que a soit une 
composante irreductible de Ind^(a'). II existe un unique ordre hereditaire 03' 
contenu dans 03 tel que & soit l'image de U(03') par l'application quotient 
U(03) — > W. Le radical unipotent est alors l'image de Ui(OS'). Par j!5l 
Lemme 1.7], il existe un ordre hereditaire E-pur 21' contenu dans 21 tel que 
21' fl B = 03'. Plus precisement, 21' est strictement contenu dans 21, puisque 03' 
l'est dans 03. 

Soit 9' le transfert de 9 a ^(21', 0, 0), soit 7/ l'unique representation irreduc- 
tible de J 1 (/5,2l / ) contenant 9 et soit k' la /3-extension de rj' construite comme 
en (15.4)1 . L'inflation a J(/3,2l') de la representation a' de : 

~ U(03')/Ui(03') ~ 3(J3,fiL')/J 1 (p,fX!) 

est encote notee a', et on pose i?' = k'§§o~' . Nous sommes alors dans la situation 
du ^5. fil et d est coherente avec . Par la proposition 15 . 1 3\ la representation tt 
contient done aussi et a fortiori 9'. Puisque 21' est strictement inclus dans 
21, ceci contredit la minimalite de 21. □ 
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5.8. — On continue avec les notations du paragraphe precedent — done it 
contient une representation de la forme $ = k © o avec a cuspidale. Par 
la proposition 15.131 (voir aussi la remarque 15.14)1 . on peut changer l'ordre 
heriditaire 21 sans changer sa trace sur B. On peut done supposer que : 

(5.5) £(21) HB X = £(»). 

II suffit de choisir l'ordre heriditaire E-pur 21 associe a *B par le theoreme 11.71 
(Dans la terminologie de Grabitz [10) . un ordre principal E-pur 21 verifiant 
(15.5)1 est dit sound.) 

Soit V = V 1 © . . . © V e une decomposition de V subordonnee a 23. Soit M 
le sous-groupe de Levi de G qui est le stabilisateur de cette decomposition, et 
soit P = MN un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M. On a un 
isomorphisme de groupes : 

e 

J P nM~ J]j(/3,2LJ. 

i=l 

Si on note 9i la restriction de 9 a H 1 (/3,2tj), e'est-a-dire le transfert de 9 a 
^(2li, 0, et rji l'unique representation irreductible de J 1 (/3, 2lj) contenant 9i, 
il existe pour chaque i une /3-extension Ki de r/j telle que la restriction de k p a 
Jp fl M soit equivalente a : 

Kx ® . . . ® K e . 

(En effet, l'entrelacement de Kp|j pn M contient B x n M.) De fagon analogue, 
il existe, pour chaque entier i, une representation U{ de J(/3,2lj) qui est 
l'inflation d'une representation irreductible cuspidale de J(/3,2lj)/J 1 (/3,2l i ) ~ 
U(Q5i)/Ui(Q3i) telle que la restriction de a a J fl M soit equivalente a : 

ax ® . . . <g) a e . 

Si on considere a comme representation de Jp/Jp — J/ J 1 , on pose ^p = /tp©cr, 
qui est une representation de Jp. Comme dans [7, Proposition 7.2.17], on a le 
result at suivant. 

Proposition 5.16. - (i) ^p est irreductible et d ~ Indj ($p). 
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(ii) Les restrictions ded? a Jp PI N et Jp D N~ sont triviales, et la restriction 
de -dp d Jp fl M est equivalente d #1 <g) . . . ® # e > od #j = Ki ® Oi est irreductible. 

5.9. — On fixe une extension non ramifiee L/E maximale dans De et une 
uniformisante w de De normalisant L. Le groupe de Galois de L/E est en- 
gendre par Ad(w), Fautomorphisme de conjugaison par w. Par reduction, on 
identifie les groupes de Galois Gal(L/E) et Gal(k DE /k E ) et on note l'image 
de Ad(tu) dans Gal(/cD E /&E)- 

On fixe un isomorphisme de E-algebres B ~ M mE (De) verifiant les conditions 
de la definition 15. 1| dont on reprend les notations. Cet isomorphisme induit 
des isomorphismes de groupes B x ~ GL mE (D E ) et : 

U(^B)/U 1 ( < B) ~ GL ni (A; DE ) x . . . x GL„ e (A; DE ). 

De cette fagon, le groupe Gal(A;D E /^E) opere sur les representations de J/J 1 ~ 
U(23)/U 1 (*B), et notamment sur les (7j. 

5.10. — Dans ce paragraphe, on suppose que les <7j ne sont pas tous dans 
une seule orbite sous Gal(/cD E /^E)- Plus precisement, on note I l'ensemble 
des entiers 1 ^ i ^ e tels que Oi soit equivalent a un conjugue de o\ sous 
Gal(A;D E /^E), et on suppose que I n'est pas egal a {1, . . . , e} tout entier. On 
pose : 

w = 0v\ w' = 0v*. 

Soit M' le stabilisateur de la decomposition V = W © W, qui est un sous- 
groupe de Levi de G, et soit P' = M'N' un sous-groupe parabolique de G de 
facteur de Levi M'. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G de facteur 
de Levi M tel que PcP' 

Proposition 5.17. - - Dans cette situation, (Jp,i9p) est une paire couvrante 
de (JpHM'^pijpnM')- 

Demonstration. — Nous allons d'abord majorer l'entrelacement de $p. Soit U 
le sous-groupe d'lwahori de B x contenu dans U(Q5) s'identifiant au sous-groupe 
d'lwahori standard de GL mE (D E ). Soit W le groupe de Weyl affine generalise 
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de B x ~ GL mE (D E ), consistue des matrices monomiales dont les coefficients 
non mils sont des puissances de w. Par la decomposition de Bruhat, on a 
B x = U(»)WU(*8). 

D'apres j!2l Proposition 1.2], l'element w G W entrelace o"|u(<b) si est seule- 
ment s'il normalise 0"|u(!8)nM- D'apres la construction de M', ceci implique que 
w G M', done I B x (cr|u(<8)) es t inclus dans U(23)M'U(Q3). En particulier, d'apres 
le theoreme 15.101 on a : 

Ig($p) = JplBx(c r |u(Q5))Jp C JpM'jp. 

Par la proposition 15. 16[ et comme N Z> N', le couple (Jp, $p) est decompose au 
dessus de (Jp PI M', #p|j P nM')- La fin de la demonstration est alors identique a 
celle de Corollary 3.9(iii)]. □ 

Corollaire 5.18. - - La representation it de G n'est pas supercuspidale. 

5.11. — Dans ce paragraphe, on traite le cas ou chacun des <7j est equivalent 
a un conjugue de o~\ sous Ga\(k^ E /k-E). En particulier, l'ordre <B est principal. 
D'apres la proposition 15.161 la representation $ P determine, a permutation 
circulaire pres, le vecteur : 

V(J,0) = (0i,...,0 e ), 

ou chaque i9j est considere comme une classe d'equivalence d'une representation 
irreductible de J(/3,2lj). 

Proposition 5.19. - - Soit r une permutation de {1, . . . ,e} et, pour chaque 
1 ^ i ^ e, soit 7j G Ga\(k DE /k E ). Alors n contient aussi une representation 
= K (g> a 1 de J(/3, 21) telle que : 

V(J,1?')=( 71 ^r(l),..., 7e 1?r(e)), 

ou 7i, # T (i) = K T (j) (g) 7i a T (j) pour chaque 1 ^ z ^ e. 

Demonstration. — II suffit de considerer les deux cas particuliers suivants : 
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(i) D'abord, on suppose que V(J, = (^# e , $1, ■ ■ ■ , ^e-i) • On pose : 



L'element U<b normalise 03 done, par ()5.5|) . il normalise egalement J(/3, 21) et la 
/3-extension k. En particulier, tt contient la representation d' = $ n<B = k^ct 11 ® , 
et cr n<B est equivalent a ^a e (8> <j\ ® . . . ® <7 e _i. 
(ii) Ensuite, on suppose que : 



et <jj 9^ cr i+1 . Dans ce cas, la demonstration est identique a celle de [7J Propo- 
sition 8.3.4] (voir loc. cit. p. 297), quitte a remplacer p3 Proposition 8.3.5] par 
la proposition 15.131 



D'apres la proposition 15. U)\ on peut supposer que toutes les o~i sont equiva- 
lentes. La paire (J(/3, 21), $) est done un type simple au sens de |16| §4.1]. 

Corollaire 5.20. - - La representation tt est supercuspidale si et seulement 
si 03 est un ordre maximal. 

Demonstration. — D'apres j!6l Theoreme 5.6], le type simple (J(/3, 21), d) est 
un type pour une classe inertielle [M, p]c, et le nombre de blocs du sous-groupe 
de Levi M est egal a la periode de 03. Ainsi 7r est supercuspidale si et seulement 
si M = G, e'est-a-dire si et seulement si 03 est un ordre maximal. □ 

5.12. — Le theoreme suivant est le resultat principal de cette section — et 
de cet article. 

Theoreme 5.21. - - Soitir une representation irreductible supercuspidale de 
niveau non nul de G. Alors il existe un type simple maximal (J, A) tel que la 
restriction de tt a J contienne A. 




V(J, #') = (#!,..., #i, $ i+2l . . . ,& e ) 



Ceci termine la preuve de la proposition 15. 191 



□ 



Demonstration. — D'apres le theoreme 14. X| la representation tt contient un 
caractere simple, e'est-a-dire qu'il existe une strate simple [21, n, 0,/3] et un 
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caractere simple 9 G 0, 21) tels que la restriction de n a H 1 = H 1 (/3, 21) con- 
tienne 9. D'apres le §5.7| pour une certaine choix de 21 et de 9, la representation 
7r contient une representation $ = K>®adeJ = J(f3, 21), ou k est une /3- 
extension de 9 et a l'inflation a J d'une representation irreductible cuspidale 
de J/J 1 ~ U(Q3)/U 1 ( < B). Comme dans le gEE on a : 

0"|jnM = <J\ ® . . . ® 0" e , 

ou e est la periode de 03. Puisque 7r est supercuspidale, les <7j sont toutes con- 
juguees sous Gal(kn E /k E ) d'apres le corollaire 15.181 D'apres le corollaire 15.201 
l'ordre 23 est done maximal et (J, $) est un type simple maximal. □ 

Corollaire 5.22. - (i) II existe un prolongement A de A a J = Nq(A) tel 
que it soit equivalente a I'induite compacte de A a G. 

(ii) Le couple (J, A) est un type pour la classe inertielle [G,7t]g- 

Demonstration. — II s'agit de j!6l Theoreme 5.2]. □ 

Le theoreme suivant recapitule tout le travail effectue. 

Theoreme 5.23. - - Soit s = [Gq,7Tq T ]q une classe inertielle simple de G, 
oil r est un diviseur de m et ttq une representation irreductible supercuspidale 
de G = GL m / r (D). 77 existe un type simple (J, A) qui est un type pour s. 

Demonstration. — Si ttq est de niveau zero, il s'agit de jl 21 Theorem 5.5]. 
Sinon, il s'agit de j!6l Theoreme 5.6], conjointement avec le theoreme l5.21l □ 
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